
Ch ’u ’ong 2

D̄A. I L ’U .’ONG NG ˜̂AU NHIÊN VÀ PHÂN PH ´̂OI XÁC SU ´̂AT

1. D̄A. I L ’U ’O. NG NG
˜̂
AU NHIÊN

1.1 Khái niê.m d̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên

2 D̄i.nh nghĩa 1 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên là d̄a. i l ’u ’o. ng bi ´̂en d̄ ’̂oi bi ’̂eu thi. gıá tri. k ´̂et q ’ua
c’ua mô. t phép th ’’u ng ˜̂au nhiên.

Ta dùng các ch ’̃u cái hoa nh ’u X, Y, Z, ... d̄ ’̂e ḱı hiê.u d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên.

• Vı́ du. 1 Tung mô. t con xúc x ´̆ac. Go. i X là s ´̂o ch ´̂am xu ´̂at hiê. n trên mă. t con xúc x ´̆ac
th̀ı X là mô. t d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên nhâ. n các giá tri. có th ’̂e là 1, 2, 3, 4, 5, 6.

1.2 D̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c

a) D̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c

2 D̄i.nh nghĩa 2 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên d̄ ’u ’o. c go. i là r ’̀oi ra. c n ´̂eu nó ch ’i nhâ. n mô. t s ´̂o
h ’̃uu ha. n hoă. c mô. t s ´̂o vô ha. n d̄ ´̂em d̄ ’u ’o. c các giá tri..

Ta có th ’̂e liê.t kê các giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c x1, x2, . . . , xn.

Ta ḱı hiê.u d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X nhâ.n giá tri. xn là X = xn và xác su ´̂at d̄ ’̂e X nhâ.n
giá tri. xn là P (X = xn).

• Vı́ du. 2 S ´̂o ch ´̂am xu ´̂at hiê. n trên mă. t con xúc x ´̆ac, s ´̂o ho. c sinh v ´̆ang mă. t trong mô. t
bu ’̂oi ho. c...là các d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c.

b) B’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at

B ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at dùng d̄ ’̂e thi ´̂et lâ.p luâ. t phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng
ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c, nó g `̂om 2 hàng: hàng th ’́u nh ´̂at liê.t kê các giá tri. có th ’̂e x1, x2, . . . , xn
c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X và hàng th ’́u hai liê.t kê các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung p1, p2, . . . , pn
c ’ua các giá tri. có th ’̂e d̄ó.
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28 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

X x1 x2 . . . xn
P p1 p2 . . . pn

N ´̂eu các giá tri. có th ’̂e c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X g `̂om hũu ha.n s ´̂o x1, x2, . . . , xn th̀ı
các bi ´̂en c ´̂o X = x1, X = x2, . . . , X = xn lâ.p thành mô.t nhóm các bi ´̂en c ´̂o d̄ `̂ay d̄ ’u xung
kh´̆ac t ’̀ung d̄ôi.

Do d̄ó
n∑
i=1

pi = 1.

• Vı́ du. 3 Tung mô. t con xúc x ´̆ac d̄ `̂ong ch ´̂at. Go. i X là s ´̂o ch ´̂am xu ´̂at hiê. n trên mă. t con
xúc x ´̆ac th̀ı X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c có phân ph ´̂oi xác su ´̂at cho b ’’oi:

X 1 2 3 4 5 6
P 1

6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1.3 D̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên liên tu. c và hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at

a) D̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c

2 D̄i.nh nghĩa 3 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên d̄ ’u ’o. c go. i là liên tu. c n ´̂eu các giá tri. có th ’̂e c ’ua
nó l ´̂ap d̄ `̂ay mô. t kho ’ang trên tru. c s ´̂o.

• Vı́ du. 4

- Nhiê. t d̄ô. không kh́ı ’’o m ˜̂oi th ’̀oi d̄i ’̂em nào d̄ó.
- Sai s ´̂o khi khi d̄o l ’u ’̀ong mô. t d̄a. i l ’u ’o. ng vâ. t lý.
- Kho ’ang th ’̀oi gian gi ’̃ua hai ca c ´̂ap c ’́uu c’ua mô. t bê. nh viê. n.

b) Hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at

2 D̄i.nh nghĩa 4 Hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c X là hàm
không âm f(x), xác d̄i.nh v ’́oi mo. i x ∈ (−∞,+∞) th ’oa mãn

P (X ∈ B) =
∫
B

f(x)dx

v ’́oi mo. i tâ. p s ´̂o th ’u. c B.

3 T́ınh ch ´̂at Hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at có các t́ınh ch ´̂at sau

i) f(x) ≥ 0, ∀x ∈ (−∞,+∞)

ii)
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1

� Ý nghĩa c’ua hàm mâ.t d̄ô.

T ’̀u d̄i.nh nghĩa c ’ua hàm mâ.t d̄ô. ta có P (x ≤ X ≤ x+4x) ∼ f(x).4x

Do d̄ó ta th ´̂ay xác su ´̂at d̄ ’̂e X nhâ.n giá tri. thuô.c lân câ.n khá bé (x, x+4x) g `̂an nh ’u
t ’i lê. v ’́oi f(x).
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1. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên 29

1.4 Hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at

2 D̄i.nh nghĩa 5 Hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X, ḱı hiê. u F(x),
là hàm d̄ ’u ’o. c xác d̄i.nh nh ’u sau

F (x) = P (X < x)

* N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c nhâ. n các giá tri. có th ’̂e x1, x2, . . . , xn th̀ı

F (x) =
∑
xi<x

P (X = xi) =
∑
xi<x

pi (v ’́oi pi = P (X = xi))

* N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at f(x) th̀ı

F (x) =
x∫

−∞

f(x)dx

3 T́ınh ch ´̂at Ta có th ’̂e ch ’́ung minh d̄ ’u ’o.c các công th ’́uc sau

i) 0 ≤ F (x) ≤ 1; ∀x.

ii) F(x) là hàm không gi ’am (x1 ≤ x2 =⇒ F (x1) ≤ F (x2)).

iii) lim
x→−∞

F (x) = 0; lim
x→+∞

F (x) = 1.

iv) F ′(x) = f(x), ∀x.

� Ý nghĩa c’ua hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at

Hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at F(x) ph ’an ánh m ’́uc d̄ô. tâ.p trung xác su ´̂at v `̂e bên trái c ’ua
d̄i ’̂em x.

• Vı́ du. 5 Cho d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c X có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at

X 1 3 6
P 0,3 0,1 0,6

Tı̀m hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua X và vẽ d̄ `̂o thi. c ’ua hàm này.

Gi ’ai
N ´̂eu x ≤ 1 th̀ı F (x) = 0.

N ´̂eu 1 < x ≤ 3 th̀ı F (x) = 0, 3.

N ´̂eu 3 < x ≤ 6 th̀ı F (x) = 0, 3 + 0, 1 = 0, 4.

N ´̂eu x > 6 th̀ı F (x) = 0, 3 + 0, 1 + 0, 6 = 1.
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30 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

F (x) =


0 ; x ≤ 1

0, 3 ; 1 < x ≤ 3
0, 4 ; 3 < x ≤ 6
1 ; x > 6

• Vı́ du. 6 Cho X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ. t d̄ô.

f(x) =


0 n ´̂eu x < 0

6
5x n ´̂eu 0 ≤ x ≤ 1
6

5x4 n ´̂eu x > 1

Tı̀m hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at F(x).

Gi ’ai

Khi x < 0 th̀ı F (x) =
x∫

−∞

f(t)dt = 0

Khi 0 ≤ x ≤ 1 th̀ı F (x) =
x∫

−∞

f(t)dt =
x∫

0

6
5
tdt =

3
5
x2.

Khi x > 1 th̀ı

F (x) =
x∫

−∞

f(t)dt =
1∫

0

6
5
tdt+

x∫
1

6
5t4

dt =
3
5

+
[
− 2

5t3

]x
1

= 1− 2
5x3

Vâ.y F (x) =


0 ; x < 0

3
5x

2 ; 0 ≤ x ≤ 1
1− 2

5x3 ; x > 1

2. CÁC THAM S ´̂O D̄Ă. C TR ’UNG C ’UA D̄A. I L ’U ’O. NG NG
˜̂
AU

NHIÊN

2.1 Kỳ vo.ng (Expectation)

2 D̄i.nh nghĩa 6

* Gi ’a s ’’u X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c có th ’̂e nhâ. n các giá tri. x1, x2, . . . , xn
v ’́oi các xáx su ´̂at t ’u ’ong ’́ung p1, p2, . . . , pn. Kỳ vo. ng c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X, ḱı hiê. u
E(X) (hay M(X)), là s ´̂o d̄ ’u ’o. c xác d̄i.nh b ’’oi
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2. Các tham s ´̂o d̄ăc tr ’ung c’ua d̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên 31

E(X) =
n∑
i=1

xipi

* Gi ’a s ’u X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at f(x). Kỳ vo. ng
c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X d̄ ’u ’o. c xác d̄i.nh b ’’oi

E(X) =
∞∫

−∞

xf(x)dx

• Vı́ du. 7 Tı̀m kỳ vo. ng c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at sau

X 5 6 7 8 9 10 11
P 1

12
2
12

3
12

2
12

2
12

1
12

1
12

Ta có

E(X) = 5. 1
12 + 6. 2

12 + 7. 3
12 + 8. 2

12 + 9. 2
12 + 10. 1

12 + 11. 1
12 = 93

12 = 31
4 = 7, 75.

• Vı́ du. 8 Cho X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ. t d̄ô.

f(x) =
{

2.e−2x n ´̂eu 0 < x < 2
0 n ´̂eu x /∈ (0, 2)

Tı̀m E(X).
Gi ’ai

E(X) =
∞∫

−∞

xf(x)dx =
2∫

0

x.(
1
2
x)dx =

x3

6

∣∣∣∣∣
2

0

=
4
3

3 T́ınh ch ´̂at

i) E(C) = C, C là h`̆ang.

ii) E(cX) = c.E(X).

iii) E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

iv) N ´̂eu X và Y là hai d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p th̀ı E(XY ) = E(X).E(Y ).

� Ý nghĩa c’ua kỳ vo.ng

Ti ´̂en hành n phép th ’’u. Gi ’a s ’’u X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên nhâ.n các giá tri. có th ’̂e
x1, x2, . . . , xn v ’́oi s ´̂o l `̂an nhâ.n k1, k2, . . . , kn.

Giá tri. trung b̀ınh c’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X trong n phép th ’’u là

x =
k1x1 + k2x2 + . . .+ knxn

n
=
k1

x
x1 +

k2

n
x2 + . . .+

kn
n
xn = f1x1 + f2x2 + . . .+ fnkn

v ’́oi fi = ki
n

là t `̂an su ´̂at d̄ ’̂e X nhâ.n giá tri. xi.
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32 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

Theo d̄i.nh nghĩa xác su ´̂at theo l ´̂oi th ´̂ong kê ta có lim
n→∞

fi = pi. Vı̀ vâ.y v ’́oi n d̄ ’u l ’́on
ta có

x ≈ p1x1 + p2x2 + . . .+ pnxn = E(X)

Ta th ´̂ay kỳ vo.ng c’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên x ´̂ap x ’i v ’́oi trung b̀ınh s ´̂o ho.c các giá tri.
quan sát c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên.

Do d̄ó có th ’̂e nói kỳ vo. ng c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên ch́ınh là giá tri. trung b̀ınh (theo
xác su ´̂at) c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên. Nó ph ’an ánh giá tri. trung tâm c’ua phân ph ´̂oi xác
su ´̂at

2.2 Ph ’u ’ong sai (Variance)

2 D̄i.nh nghĩa 7 Ph ’u ’ong sai (d̄ô. lê. ch b̀ınh ph ’u ’ong trung b̀ınh) c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au
nhiên X, ḱı hiê. u Var(X) hay D(X), d̄ ’u ’o. c d̄i.nh nghĩa b`̆ang công th ’́uc

V ar(X) = E{[X − E(X)]2}

* N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c nhâ. n các giá tri. có th ’̂e x1, x2, . . . , xn v ’́oi
các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung p1, p2, . . . , pn th̀ı

V ar(X) =
n∑
i=1

[xi − E(X)]2pi

* N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at f(x) th̀ı

V ar(X) =
+∞∫
−∞

[x− E(X)]2f(x)dx

� Chú ý Trong th ’u. c t ´̂e ta th ’u ’̀ong t́ınh ph ’u ’ong sai b`̆ang công th ’́uc

V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2

Thâ.t vâ.y, ta có

V ar(X) = E{X − E(X)]2}
= E{X2 − 2X.E(X) + [E(X)]2}
= E(X2)− 2E(X).E(X) + [E(X)]2

= E(X2)− [E(X)]2

• Vı́ du. 9 Cho d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c X có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at sau

X 1 3 5
P 0,1 0,4 0,5

Tı̀m ph ’u ’ong sai c’ua X.
Gi ’ai

E(X)=1.0,1+3.0,4+5.0,5=3,8

E(X2) = 12.0, 1 + 32.0, 4 + 52.0, 5 = 16, 2

Do d̄ó V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 16, 2− 14, 44 = 1, 76.
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2. Các tham s ´̂o d̄ăc tr ’ung c’ua d̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên 33

• Vı́ du. 10 Cho d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂aunhiên X có hàm mâ. t d̄ô.

f(x) =
{
cx3 v ’́oi 0 ≤ x ≤ 3
0 v ’́oi x 6∈ [0, 3]

Hãy t̀ım
i) H`̆ang s ´̂o c.
ii) Kỳ vo. ng.
iii) Ph ’u ’ong sai

Gi ’ai

i) Ta có 1 =
3∫

0

cx3dx = c

[
x4

4

]3

0

=
81
4
c.

Suy ra c =
4
81
.

ii) E(X) =
3∫

0

x
4
81
x3dx =

4
81

[
x5

5

]3

0

= 2, 4.

iii) Ta có

E(X2) =
∞∫

−∞

x2f(x)dx =
3∫

0

x2 4
81
x3dx =

4
81

[
x6

6

]3

0

= 6

Vâ.y V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 6− (2, 4)2 = 0, 24.

3 T́ınh ch ´̂at

i) Var(C)=0; (C không d̄ ’̂oi).

ii) V ar(cX) = c2.V ar(X).

iii) N ´̂eu X và Y là hai d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p th̀ı

* V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y );

* Var(X-Y)=Var(X)+Var(Y);

* Var(C+X)=Var(X).

� Ý nghĩa c’ua ph ’u ’ong sai

Ta th ´̂ay X−E(X) là d̄ô. lê.ch kh ’oi giá tri. trung b̀ınh nên V ar(X) = E{[X−E(X)]2}
là d̄ô. lê.ch b̀ınh ph ’u ’ong trung b̀ınh. Do d̄ó ph ’u ’ong sai ph ’an ánh m ’́uc d̄ô. phân tán các
giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên chung quanh giá tri. trung b̀ınh.

2.3 D̄ô. lê.ch tiêu chu ’̂an

D̄ ’on vi. d̄o c ’ua ph ’u ’ong sai b`̆ang b̀ınh ph ’u ’ong d̄ ’on vi. d̄o c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên.
Khi c `̂an d̄ánh giá m ’́uc d̄ô. phân tán các giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên theo d̄ ’on vi. c ’ua
nó, ng ’u ’̀oi ta dùng mô.t d̄ă. c tr ’ung m ’́oi d̄ó là d̄ô. lê.ch tiêu chu ’̂an.
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34 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

2 D̄i.nh nghĩa 8 D̄ô. lê. ch tiêu chu ’̂an c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X, ḱı hiê. u là σ(X),
d̄ ’u ’o. c d̄i.nh nghĩa nh ’u sau:

σ(X) =
√
V ar(X)

2.4 Mode

2 D̄i.nh nghĩa 9 Mod(X) là giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X có kh ’a năng xu ´̂at hiê. n
l ’́on nh ´̂at trong mô. t lân câ. n nào d̄ó c ’ua nó.

D̄´̂oi v ’́oi d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c mod(X) là giá tri. c ’ua X ’́ung v ’́oi xác su ´̂at l ’́on
nh ´̂at, còn d̄ ´̂oi v ’́oi d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c th̀ı mod(X) là giá tri. c ’ua X ta. i d̄ó hàm
mâ. t d̄ô. d̄a. t giá tri. c ’u. c d̄a. i.

� Chú ý Mô.t d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có th ’̂e có mô. t mode hoă.c nhi `̂eu mode.

• Vı́ du. 11 Gi ’a s ’’u X là d̄i ’̂em trung b̀ınh c’ua sinh viên trong tr ’u ’̀ong th̀ı mod(X) là
d̄i ’̂em mà nhi `̂eu sinh viên d̄a. t d̄ ’u ’o. c nh ´̂at.

• Vı́ du. 12 Cho d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có phân ph ´̂oi Vây−bun v ’́oi hàm mâ. t
d̄ô.

f(x) =

 0 n ´̂eu x ≤ 0
x
2e
−x

2
4 n ´̂eu x > 0

Hãy xác d̄i.nh mod(X).

Gi ’ai

mod(X) là nghiê.m c’ua ph ’u ’ong tr̀ınh

f ′(x) =
1
2
e−

x2
4 − x2

4
e−

x2
4 = 0

Suy ra mod(X) là nghiê.m c’ua ph ’u ’ong tr̀ınh 1 − x2

2
= 0. Do mod(X) > 0 nên

mod(X) =
√

2 = 1, 414.

2.5 Trung vi.
2 D̄i.nh nghĩa 10 Trung vi. c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X là giá tri. c ’ua X chia phân

ph ´̂oi xác su ´̂at thành hai ph `̂an có xác su ´̂at gi ´̂ong nhau. Kı́ hiê. u med(X).

Ta có P (X < med(X)) = P (X ≥ med(X)) = 1
2

⊕ Nhâ.n xét T ’̀u d̄i.nh nghĩa ta th ´̂ay d̄ ’̂e t̀ım trung vi. ch ’i c `̂an gi ’ai ph ’u ’ong tr̀ınh F (x) = 1
2 .

Trong ’́ung du. ng, trung vi. là d̄ă. c tr ’ung vi. tŕı t ´̂ot nh ´̂at, nhi `̂eu khi t ´̂ot h ’on c ’a kỳ vo.ng,
nh ´̂at là khi trong s ´̂o liê.u có nhi `̂eu sai sót. Trung vi. còn d̄ ’u ’o.c go. i là phân vi. 50% c’ua
phân ph ´̂oi.
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• Vı́ du. 13 Tı̀m med(X) trong v́ı du. (12).

Gi ’ai

med(X) là nghiê.m c’ua ph ’u ’ong tr̀ınh

med(X)∫
0

f(x)dx = 0, 5 hay 1− e−
[med(X)]2

4 = 0, 5

Suy ra med(X) = 1, 665.

� Chú ý Nói chung, ba s ´̂o d̄ă. c tr ’ung kỳ vo.ng, mode và trung vi. không trùng nhau.
Ch ’̆ang ha.n, t ’̀u các v́ı du. (12), (13) và t́ınh thêm kỳ vo.ng ta có E(X) = 1, 772; mod(X) =
1, 414 và med(X) = 1, 665. Tuy nhiên n ´̂eu phân ph ´̂oi d̄ ´̂oi x ’́ung và ch ’i có mô. t mode th̀ı
c ’a ba d̄ă.c tr ’ung d̄ó trùng nhau.

2.6 Moment

2 D̄i.nh nghĩa 11

* Moment c ´̂ap k c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X là s ´̂o mk = E(Xk).
* Moment qui tâm c ´̂ap k c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X là s ´̂o αk = E{[X −E(X)]k}.

⊕ Nhâ.n xét

i) Moment c ´̂ap 1 c’ua X là kỳ vo.ng c’ua X (m1 = E(X)).

ii) Moment qui tâm c ´̂ap hai c ’ua X là ph ’u ’ong sai c ’ua X (α2 = m2 −m2
1 = V ar(X)).

iii) α3 = m3 − 3m2m1 + 2m3
1.

2.7 Hàm moment sinh

2 D̄i.nh nghĩa 12 Hàm moment sinh c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X là hàm xác d̄i.nh
trong (−∞,+∞) cho b ’’oi

φ(t) = E(etX) =


∑
x

etxp(x) n ´̂eu X r ’̀oi ra. c
+∞∫
−∞

etxp(x)dx n ´̂eu X liên tu. c

3 T́ınh ch ´̂at

i) φ′(0) = E(X).

ii) φ′′(0) = E(X2).

iii) T ’̂ong quát: φ(n)(0) = E(Xn), ∀n ≥ 1.
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Ch ’́ung minh.

i) φ
′
(t) =

d

dt
E(etX) = E

(
d

dt
(etX)

)
= E(XetX).

Suy ra φ
′(0) = E(X).

ii) φ
′′
(t) =

d

dt
φ
′
(t) =

d

dt
E(XetX) = E

(
d

dt
(XetX)

)
= E(X2etX).

Suy ra φ
′′(0) = E(X2). 2

� Chú ý

i) Gi ’a s ’’u X và Y là hai d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p có hàm moment sinh t ’u ’ong
’́ung là φX(t) và φY (t). Khi d̄ó hàm moment sinh c’ua X + Y cho b ’’oi

φX+Y (t) = E(et(X+Y )) = E(etXetY ) = E(etX)E(etY ) = φX(t)φY (t)

(d̄ ’̆ang th ’́uc g `̂an cu ´̂oi có d̄ ’u ’o.c do etX và etY d̄ô. c lâ.p)

ii) Có t ’u ’ong ’́ung 1−1 gi ’̃ua hàm moment sinh và hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua d̄a. i
l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X.

3. MÔ. T S ´̂O QUI LUÂ. T PHÂN PH ´̂OI XÁC SU ´̂AT

3.1 Phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc (Binomial Distribution)

2 D̄i.nh nghĩa 13 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c X nhâ. n môt trong các giá tri. 0,1,2,...,n
v ’́oi các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung d̄ ’u ’o. c t́ınh theo công th ’́uc Bernoulli

Px = P (X = x) = Cx
np

xqn−x (2.1)

go. i là có phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc v ’́oi tham s ´̂o n và p. Kı́ hiê. u X ∈ B(n, p) (hay X ∼ B(n, p)).

� Công th ’́uc

V ’́oi h nguyên d ’u ’ong và h ≤ n− x, ta có

P (x ≤ X ≤ x+ h) = Px + Px+1 + . . .+ Px+h (2.2)

• Vı́ du. 14 T ’y lê. ph ´̂e ph ’̂am trong lô s ’an ph ’̂am là 3%. L ´̂ay ng ˜̂au nhiên 100 s ’an ph ’̂am
d̄ ’̂e ki ’̂em tra. Tı̀m xác su ´̂at d̄ ’̂e trong d̄ó

i) Có 3 ph ´̂e ph ’̂am.
ii) Có không quá 3 ph ´̂e ph ’̂am.

Gi ’ai

Ta th ´̂ay m ˜̂oi l `̂an ki ’̂em tra mô.t s ’an ph ’̂am là th ’u. c hiê.n mô.t phép th ’’u. Do d̄ó ta có
n=100 phép th ’’u.
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 37

Go. i A là bi ´̂en c ´̂o s ’an ph ’̂am l ´̂ay ra là ph ´̂e ph ’̂am th̀ı trong m ˜̂oi phép th ’’u. Ta có
p = p(A) = 0, 03.

D̄ă. t X là t ’̂ong s ´̂o ph ´̂e ph ’̂am trong 100 s ’an ph ’̂am th̀ı X ∈ B(100; 0, 03).

i) P (X = 3) = C3
100(0, 03)3.(0, 97)97 = 0, 2274.

ii) P (0 ≤ X ≤ 3) = P0 + P1 + P2 + P3

= C0
100(0, 03)0(0, 97)100 + C1

100(0, 03)1(0, 97)99

+C2
100(0, 03)2(0, 97)98 + C3

100(0, 03)3(0, 97)97

= 0, 647.

� Chú ý Khi n khá l ’́on th̀ı xác su ´̂at p không quá g `̂an 0 và 1. Khi d̄ó ta có th ’̂e áp du.ng
công th ’́uc x ´̂ap x ’i sau

i)

Px = Cx
np

xqn−x ≈ 1
√
npq

f(u) (2.3)

trong d̄ó

u =
x− np
√
npq

; f(u) =
1√
2π
e−

u2
2 ;

(2.3) d̄ ’u ’o.c go. i công th ’́uc d̄i.a ph ’u ’ong Laplace.

ii)
P (x ≤ X ≤ x+ h) ≈ ϕ(u2)− ϕ(u1) (2.4)

trong d̄ó

ϕ(u) =
1√
2π

u∫
0

e−
t2
2 dt (Hàm Laplace);

u1 =
x− np
√
npq

; u2 =
x+ h− np
√
npq

(2.4) d̄ ’u ’o.c go. i là công th ’́uc t́ıch phân Laplace.

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X ∈ B(n, p) th̀ı ta có

i) E(X) = np.

ii) V ar(X) = npq.

iii) np− q ≤ mod(X) ≤ np+ p.

Ch ’́ung minh. Xét d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên X có phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc v ’́oi các tham s ´̂o n và
p bi ’̂eu di ˜̂en phép th ’’u bi ´̂en c ´̂o A x ’ay ra, m ˜̂oi phép th ’’u có cùng xác su ´̂at x ’ay ra bi ´̂en c ´̂o A
là p.

Ta có th ’̂e bi ’̂eu di ˜̂en X nh ’u sau:

X =
n∑
i=1

Xi
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38 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

trong d̄ó Xi =
{

1 n ´̂eu ’’o phép th ’’u th ’́u i bi ´̂en c ´̂o A x ’ay ra
0 n ´̂eu ng ’u ’o.c la. i

Vı̀ Xi, i = 1, 2, . . . , n là các d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p có phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc nên

E(Xi) = P (Xi = 1) = p

V ar(Xi) = E(X2
i )− p2 = p(1− p) = pq (X2

i = Xi)

Do d̄ó

E(X) =
n∑
i=1

E(Xi) = np

V ar(X) =
n∑
i=1

V ar(Xi) = npq

2

• Vı́ du. 15 Mô. t máy s ’an xu ´̂at d̄ ’u ’o. c 200 s ’an ph ’̂am trong mô. t ngày. Xác su ´̂at d̄ ’̂e máy
s ’an xu ´̂at ra ph ´̂e ph ’̂am là 0, 05. Tı̀m s ´̂o ph ´̂e ph ’̂am trung b̀ınh và s ´̂o ph ´̂e ph ’̂am có kh ’a
năng tin chác c’ua máy d̄ó trong mô. t ngày.

Gi ’ai

Go. i X là s ´̂o ph ´̂e ph ’̂am c’ua máy trong mô.t ngày th̀ı X ∈ B(200; 0, 05).

S ´̂o ph ´̂e ph ’̂am trung b̀ınh c’ua máy trong mô.t ngày là

E(X) = np = 200× 0, 05 = 10

S ´̂o ph ´̂e ph ’̂am tin ch´̆ac trong ngày là mod(X). Ta có
np− q = 200× 0, 05− 0, 95 = 9, 05
np+ p = 200× 0, 05 + 0, 05 = 10, 05

=⇒ 9, 05 ≤ mod(X) ≤ 10, 05

Vı̀ X ∈ B(200; 0, 05) nên mod(X) ∈ Z. Do d̄ó mod(X) = 10.

3.2 Phân ph ´̂oi Poisson

� Công th ’́uc Poisson

Gi ’a s ’’u X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc v ’́oi tham s ´̂o (n, p) và a = np
trong d̄ó n khá l ’́on và p khá bé.

Ta có

P (X = k) =
n!

(n− k)!k!
pk(1− p)n−k

=
n!

(n− k)!k!
.(
a

n
)k.(1− a

n
)n−k

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk
.
ak

k!
.
(1− a

n
)n

(1− a
n
)k
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 39

Do n khá l ’́on và p khá bé nên

(1− a

n
)n ≈ e−a,

n(n− 1) . . . (n− k + 1)
nk

≈ 1, (1− a

n
)k ≈ 1

Do d̄ó P (X = k) ≈ e−a
ak

k!

Vâ.y t ’̀u công th ’́uc Bernoulli ta có công th ’́uc x ´̂ap x ’i

Pk = P (X = k) = Ck
np

kqn−k ≈ ak

k!
e−a

Khi d̄ó ta có th ’̂e thay công th ’́uc Bernoulli b ’’oi công th ’́uc Poisson

Pk = P (X = k) =
ak

k!
e−a (2.5)

2 D̄i.nh nghĩa 14 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c X nhâ. n mô. t trong các giá tri. 0,1,...,n
v ’́oi các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung d̄ ’u ’o. c t́ınh theo công th ’́uc (2.5) d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi
Poisson v ’́oi tham s ´̂o a. Kı́ hiê. u X ∈ P(a) (hay X ∼ P(a)).

� Chú ý

P (k ≤ X ≤ k + h) = Pk + Pk+1 + . . .+ Pk+h v ’́oi Pk =
ak

k!
e−a.

• Vı́ du. 16 Mô. t máy dê. t có 1000 ´̂ong s ’o. i, Xác su ´̂at d̄ ’̂e mô. t gi ’̀o máy hoa. t d̄ô. ng có 1
´̂ong s ’o. i bi. d̄ ’́ut là 0,002. Tı̀m xác su ´̂at d̄ ’̂e trong mô. t gi ’̀o máy hoa. t d̄ô. ng có không quá 2
´̂ong s ’o. i bi. d̄ ’́ut.

Gi ’ai

Viê.c quan sát mô.t ´̂ong s ’o. i có bi. d̄ ’́ut hay không trong mô.t gi ’̀o máy hoa.t d̄ô.ng là mô. t
phép th ’’u. Máy d̄ê.t có 1000 ´̂ong s ’o. i nên ta có n = 1000 phép th ’’u d̄ô. c lâ.p.

Go. i A là bi ´̂en c ´̂o ´̂ong s ’o. i bi. d̄ ’́ut và X là s ´̂o ´̂ong s ’o. i bi. d̄ ’́ut trong mô.t gi ’̀o máy hoa.t
d̄ô.ng th̀ı p = P (A) = 0, 002 và X ∈ B(1000; 0, 002).

Vı̀ n = 1000 khá l ’́on và np = 2 không d̄ ’̂oi nên ta có th ’̂e xem X ∈ P(a).

Do d̄ó xác su ´̂at d̄ ’̂e có không quá 2 ´̂ong s ’o. i bi. d̄ ’́ut trong mô.t gi ’̀o là

P (0 ≤ X ≤ 2) = P0 + P1 + P2

P0 = P (X = 0) = 20

0! e
−2

P1 = P (X = 1) = 21

1! e
−2

P2 = P (X = 2) = 22

2! e
−2

Do d̄ó P (0 ≤ X ≤ 2) = (1 + 2 + 2)e−2 = 5(2, 71)−2 = 0, 6808.
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40 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X ∈ P(a) th̀ı E(X) = V ar(X) = a và a− 1 ≤ modX ≤ a.

Ch ’́ung minh. D̄ ’̂e nhâ.n d̄ ’u ’o.c kỳ vo.ng và ph ’u ’ong sai c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân
ph ´̂oi Poisson ta xác d̄i.nh hàm moment sinh

ψ(t) = E(etX)

Ta có

ψ(t) =
∞∑
k=0

etke−a
ak

k!
= e−a

∞∑
k=0

(aet)k

k!
= e−aeae

t

= ea(et−1)

ψ
′(t) = aetea(et−1)

ψ
′′(t) = (aet)2ea(et−1) + aetea(et−1)

Do d̄ó
E(X) = ψ

′
(0) = a

V ar(X) = ψ
′′
(0)− [E(X)]2 = a2 + a− a2 = a

2

� ’Ung du.ng

Mô.t vài d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi Poisson:

i) S ´̂o l ˜̂oi in sai trong mô.t trang (hoă.c mô. t s ´̂o trang) c ’ua mô.t cu ´̂on sách.

ii) S ´̂o ng ’u ’̀oi trong mô.t cô.ng d̄ `̂ong s ´̂ong cho t ’́oi 100 tu ’̂oi.

iii) S ´̂o cuô.c d̄iê.n thoa. i go. i sai trong mô.t ngày.

iv) S ´̂o transitor h ’u trong ngày d̄ `̂au tiên s ’’u du.ng.

v) S ´̂o khách hàng vào b ’uu d̄iê.n trong mô.t ngày.

vi) S ´̂o ha.t α phát ra t ’̀u cát ha.t phóng xa. trong mô.t chu kỳ.

3.3 Phân ph ´̂oi siêu bô. i

a) Công th ’́uc siêu bô. i

Xét mô.t tâ.p h ’o.p g `̂om N ph `̂an t ’’u, trong d̄ó có M ph `̂an t ’’u có t́ınh ch ´̂at A nào d̄ó.
L ´̂ay ng ˜̂au nhiên (không hoàn la. i) t ’̀u tâ.p h ’o.p ra n ph `̂an t ’’u. Go. i X là s ´̂o ph `̂an t ’’u có t́ınh
ch ´̂at A có trong n ph `̂an t ’’u l ´̂ay ra. Ta có

Px = P (X = x) =
Cx
MC

n−x
N−M

Cn
N

(x = 0, 1, . . . , n) (2.6)
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 41

b) Phân ph ´̂oi siêu bô. i

2 D̄i.nh nghĩa 15 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c X nhâ. n mô. t trong các giá tri. 0,1,...,n
v ’́oi các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung d̄ ’u ’o. c t́ınh theo công th ’́uc (2.6) d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi siêu
bô. i v ’́oi tham s ´̂o N, M, n. Kı́ hiê. u X ∈ H(N,M, n) (hay X ∼ H(N,M, n)).

• Vı́ du. 17 Mô. t lô hàng có 10 s ’an ph ’̂am, trong d̄ó có 6 s ’an ph ’̂am t ´̂ot. L ´̂ay ng ˜̂au nhiên
(không hoàn la. i) t ’̀u lô hàng ra 4 s ’an ph ’̂am. Tı̀m xác su ´̂at d̄ ’̂e có 3 s ’an ph ’̂am t ´̂ot trong 4
s ’an ph ’̂am d̄ ’u ’o. c l ´̂ay ra.

Gi ’ai

Go. i X là s ´̂o s ’an ph ’̂am t ´̂ot có trong 4 s ’an ph ’̂am l ´̂ay ra th̀ı X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên
có phân ph ´̂oi siêu bô. i v ’́oi tham s ´̂o N = 10,M = 6, n = 4.

Xác su ´̂at d̄ ’̂e có 3 s ’an ph ’̂am t ´̂ot trong 4 s ’an ph ’̂am l ´̂ay ra là

P (X = 3) =
C3

6 .C
1
4

C4
10

=
8
21

= 0, 3809

� Chú ý

Khi n khá bé so v ’́oi N th̀ı
Cx
MC

n−x
N−M

Cn
N

≈ Cx
np

xqn−x (p =
M

N
, q = 1− p)

Go. i X là s ´̂o ph `̂an t ’’u có t́ınh ch ´̂at A nào d̄ó trong n ph `̂an t ’’u l ´̂ay ra th̀ı ta có th ’̂e xem
X ∈ B(n, p) vói p là t ’i lê. ph `̂an t ’’u có t́ınh ch ´̂at A c’ua tâ.p h ’o.p.

c) Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X ∈ H(N,M, n) th̀ı ta có

E(X) = np (v ’́oi p =
M

N
)

V ar(X) = npq
N − n
N − 1

(v ’́oi q = 1− p).

B ’ang t ’̂ong k ´̂et các phân ph ´̂oi r ’̀oi ra.c

Phân ph ´̂oi Kı́ hiê.u Xác su ´̂at P (X = k) E(X) V ar(X)
Nhi. th ’́uc B(n, p) Ck

np
k(1− p)n−k np npq

Poisson P(a)
ak

k!
e−a a a

Siêu bô. i H(N,M, n)
Ck
M .C

n−k
N−M

Cn
N

np (p = M
N

) npq
N − n
N − 1
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42 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

3.4 Phân ph ´̂oi mũ

2 D̄i.nh nghĩa 16 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi mũ v ’́oi tham s ´̂o
λ > 0 n ´̂eu nó có hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at

f(x) =
{
λe−λx n ´̂eu x > 0

0 n ´̂eu x ≤ 0

⊕ Nhâ.n xét N ´̂eu X có phân ph ´̂oi mũ v ’́oi tham s ´̂o λ th̀ı hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua
X là

F (x) =
x∫

0
λe−λxdt = 1− e−λx vói x > 0

và
F (x) = 0 v ’́oi x ≤ 0.

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi mũ v ’́oi tham s ´̂o λ > 0 th̀ı

i) Kỳ vo.ng c’ua X là

E(X) = λ

+∞∫
0

xe−λxdx =
[
−xe−λx

]+∞
0

+
+∞∫
0

e−λxdx =
1
λ

ii) Ph ’u ’ong sai c ’ua X là

V ar(X) =
+∞∫
0

x2λe−λxdx− 1
λ2

T́ıch phân t ’̀ung ph `̂an ta d̄ ’u ’o.c
+∞∫
0

x2λe−λxdx =
[
−x2e−λx

]+∞
0

+2
+∞∫
0

λxe−λxdx =
2
λ2 .

Do d̄ó V ar(X) =
1
λ2 .

• Vı́ du. 18 Gi ’a s ’’u tu ’̂oi tho. (t́ınh b`̆ang năm) c’ua mô. t ma. ch d̄iê. n t ’’u trong máy t́ınh là
mô. t d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi mũ v ’́oi kỳ vo. ng là 6,25. Th ’̀oi gian b ’ao hành c’ua
ma. ch d̄iê. n t ’’u này là 5 năm.

H ’oi có bao nhiêu ph `̂an trăm ma. ch d̄iê. n t ’’u bán ra ph ’ai thay th ´̂e trong th ’̀oi gian b ’ao
hành?

Gi ’ai

Go. i X là tu ’̂oi tho. c ’ua ma.ch. Th̀ı X có phân ph ´̂oi mũ

Ta có λ =
1

E(X)
=

1
6, 25

P (X ≤ 5) = F (5) = 1− e−λ.5 = 1− e−
5

6,25 = 1− e−0,8 = 1− 0, 449 = 0, 5506
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 43

Vâ.y có kho ’ang 55% s ´̂o ma.ch d̄iê.n t ’’u bán ra ph ’ai thay th ´̂e trong th ’̀oi gian b ’ao hành.

� ’́Ung du.ng trong th ’u. c t ´̂e

Kho ’ang th ’̀oi gian giũa hai l `̂an xu ´̂at hiê.n c ’ua mô.t bi ´̂en có phân ph ´̂oi mũ. Ch ’̆ang ha.n
kho ’ang th ’̀oi gian giũa hai ca c ´̂ap c ’́uu ’’o mô.t bê.nh viê.n, gi ’̃ua hai l `̂an h ’ong hóc c ’ua mô.t
cái máy, gi ’̃ua hai trâ.n lu. t hay d̄ô.ng d̄ ´̂at là nh ’̃ung d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi mũ.

3.5 Phân ph ´̂oi d̄ `̂eu

2 D̄i.nh nghĩa 17 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c X d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi d̄ `̂eu trên
d̄oa. n [a,b] n ´̂eu hàm mâ. t d̄ô. xác suât có da. ng

f(x) =


1

b− a
n ´̂eu x ∈ [a, b]

0 n ´̂eu x 6∈ [a, b]

⊕ Nhâ.n xét N ´̂eu X có phân ph ´̂oi d̄ `̂eu trên [a,b] th̀ı hàm phân ph ´̂oi c ’ua X cho b ’’oi

F (x) = 0 n ´̂eu x < a

F (x) =
x∫

−∞

f(x)dx =
x∫

a

dx

b− a
=
x− a
b− a

n ´̂eu a ≤ x ≤ b

F (x) = 1 n ´̂eu x > b.

� Chú ý Gi ’a s ’’u (α, β) ⊂ [a, b]. Xác su ´̂at d̄ ’̂e X r ’oi vào (α, β) là

P (α < X < β) =
β∫

α

f(x)dx =
β − α
b− a

� Các tham s ´̂o d̄ăc tr ’ung

i) E(X) =
b∫

a

xdx

b− a
=

1
b− a

b2 − a2

2
=
a+ b

2
(kỳ vo.ng là trung d̄i ’̂em c’ua [a,b]).

ii) V ar(X) =
b∫

a

x2dx

b− a
− [E(X)]2 =

1
b− a

[
x3

3

]b
a

−
(
a+ b

2

)

=
b2 + ab+ a2

3
− (a+ b)2

4
=

(b− a)2

12

iii) modX là b ´̂at c ’́u d̄i ’̂em nào trên [a,b].

• Vı́ du. 19 Li.ch cha. y c’ua xe buýt ta. i mô. t tra. m xe buýt nh ’u sau: chi ´̂ec xe buýt d̄ `̂au
tiên trong ngày sẽ kh ’’oi hành t ’̀u tra. m này vào lúc 7 gi ’̀o, c ’́u sau m ˜̂oi 15 phút sẽ có mô. t
xe khác d̄ ´̂en tra. m. Gi ’a s ’’u mô. t hành khách d̄ ´̂en tra. m trong kho ’ang th ’̀oi gian t ’̀u 7 gi ’̀o d̄ ´̂en
7 gi ’̀o 30. Tı̀m xác su ´̂at d̄ ’̂e hành khách này ch ’̀o
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44 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

a) Ít h ’on 5 phút.

b) Ít nh ´̂at 12 phút.

Gi ’ai

Go. i X là s ´̂o phút sau 7 gi ’̀o mà hành khách d̄ ´̂en tra.m th̀ı X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên
có phân ph ´̂oi d̄ `̂eu trong kho ’ang (0, 30).

a) Hành khách sẽ ch ’̀o ı́t h ’on 5 phút n ´̂eu d̄ ´̂en tra.m gi ’̃ua 7 gi ’̀o 10 và 7 gi ’̀o 15 hoă.c
gi ’̃ua 7 gi ’̀o 25 và 7 gi ’̀o 30. Do d̄ó xác su ´̂at c `̂an t̀ım là

P (10 < X < 15) + P (25 < X < 30) =
5
30

+
5
30

=
1
3

b) Hành khách ch ’̀o ı́t nh ´̂at 12 phút n ´̂eu d̄ ´̂en tra.m gi ’̃ua 7gi ’̀o và 7 gi ’̀o 3 phút hoă.c
gi ’̃ua 7 gi ’̀o 15 phút và 7 gi ’̀o 18 phút. Xác su ´̂at c `̂an t̀ım là

P (0 < X < 3) + P (15 < X < 18) =
3
30

+
3
30

=
1
5

3.6 Phân ph ´̂oi chu ’̂an (Karl Gauss)

a) Phân ph ´̂oi chu ’̂an

2 D̄i.nh nghĩa 18

D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên liên
tu. c X nhâ. n giá tri. trong
kho ’ang (−∞,+∞) d̄ ’u ’o. c go. i là
có phân ph ´̂oi chu ’̂an n ´̂eu hàm
mâ. t d̄ô. xác su ´̂at có da. ng

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

trong d̄ó µ, σ là h`̆ang s ´̂o,
σ > 0, −∞ < x <∞.

o x

f(x)

µ− σ µ µ+ σ

1
σ
√

2π

1
σ
√

2πe

Kı́ hiê. u X ∈ N(µ, σ2) hay (X ∼ N(µ, σ2)).

b) Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X ∈ N(µ, σ2) th̀ı E(X) = µ và V ar(X) = σ2.

Ch ’́ung minh. Xét hàm moment sinh

φ(t) = E(etX) =
1

σ
√

2π

+∞∫
−∞

etx.e−
(x−µ)2

2σ2 dx

D̄ă. t y = x−µ
σ

th̀ı
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 45

φ(t) =
1√
2π
eµt

+∞∫
−∞

etxe−
y2

2 dy =
eµt√
2π

+∞∫
−∞

e−
y2−2tσy

2 dy

=
eµt√
2π

+∞∫
−∞

e−
(y−tσ)2

2 + t2σ2
2 dy = eµt+

σ2t2
2 × 1√

2π

+∞∫
−∞

e−
(y−tσ)2

2 dy

Vı̀ f(y) =
1√
2π
e−

(y−tσ)2

2 là hàm mâ.t d̄ô. c ’ua phân ph ´̂oi chu ’̂an v ’́oi tham s ´̂o tσ và 1

nên
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
(y−tσ)2

2 dy = 1.

Do d̄ó φ(t) = eµt+
σ2+t2

2 .

L ´̂ay các d̄a.o hàm ta d̄ ’u ’o.c

φ
′
(t) = (µ+ tσ2)eµt+σ

2 t2
2 , φ

′′
(t) = σ2eµt+σ

2 t2
2 .(µ+ tσ2)

Khi d̄ó

E(X) = φ
′(0) = µ

E(X2) = φ
′′(0) = σ2 + µ2 =⇒ V ar(X) = E(X2)− [E(X)]2 = σ2 2

c) Phân ph ´̂oi chu ’̂an hóa

2 D̄i.nh nghĩa 19 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi chu ’̂an hóa n ´̂eu nó
có phân ph ´̂oi chu ’̂an v ’́oi µ = 0 và σ2 = 1. Kı́ hiê. u X ∈ N(0, 1) hay X ∼ N(0, 1).

⊕ Nhâ.n xét N ´̂eu X ∈ N(µ, σ2) th̀ı U =
X − µ
σ

∈ N(0, 1).

d) Phân vi. chu ’̂an

Phân vi. chu ’̂an m ’́uc α, ḱı hiê.u uα,
là giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên U
có phân ph ´̂oi chu ’̂an hóa th ’oa mãn d̄i `̂eu
kiê.n

P (U < uα) = α.

V ’́oi α cho tr ’u ’́oc có th ’̂e t́ınh d̄ ’u ’o.c các giá tri. c ’ua uα. Các giá tri. c ’ua uα d̄ ’u ’o.c t́ınh
s ˜̆an thành b ’ang.
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46 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

e) Công th ’́uc

N ´̂eu X ∈ N(µ, σ2) th̀ı ta có

i) P (x1 ≤ X ≤ x2) = ϕ(
x2 − µ
σ

)− ϕ(
x1 − µ
σ

)

ii) P (|X − µ| < ε) = 2ϕ(
ε

σ
)

trong d̄ó ϕ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2
2 dt (hàm Laplace).

• Vı́ du. 20 Tro. ng l ’u ’o. ng c’ua mô. t loa. i s ’an ph ’̂am là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi
chu ’̂an v ’́oi tro. ng l ’u ’o. ng trung b̀ınh µ = 5kg và d̄o. lê. ch tiêu chu ’̂an σ = 0, 1. Tı́nh t ’i lê.
nh ’̃ung s ’an ph ’̂am có tro. ng l ’u ’o. ng t ’̀u 4,9 kg d̄ ´̂en 5,2 kg.

Gi ’ai

Go. i X là tro.ng l ’u ’o.ng c’ua s ’an ph ’̂am th̀ı X ∈ N(5; 0, 1).

T ’i lê. s ’an ph ’̂am có tro.ng l ’u ’o.ng t ’̀u 4,9 kg d̄ ´̂en 5,2 kg là

P (4, 9 ≤ X ≤ 5, 2) = ϕ(5,2−5
0,1 )− ϕ(4,9−5

0,1 )
= ϕ(2)− ϕ(−1)
= 0, 4772− (−0, 3413)
= 0, 8185

f) Qui tăc ”k−σ”

Trong công th ’́uc P (|X − µ| < ε) = 2ϕ( ε
σ
) n ´̂eu l ´̂ay ε = kσ th̀ı P (|X − µ| < ε) =

2ϕ(k).

Trong th ’u. c t ´̂e ta th ’u ’̀ong dùng qui t ´̆ac 1, 96σ, 2, 58σ và 3σ v ’́oi nô. i dung là:

”N ´̂eu X ∈ N(µ, σ2) th̀ı xác su ´̂at d̄ ’̂e X nhâ.n giá tri. sai lê.ch so v ’́oi kỳ vo.ng không quá
1, 96σ; 2, 58σ và 3σ là 95 %, 99% và 99% ”.

g) ’́Ung du. ng

Các d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên sau có phân ph ´̂oi chu ’̂an:

- Kı́ch th ’u ’́oc chi ti ´̂et máy do máy s ’an su ´̂at ra.

- Tro.ng l ’u ’o.ng c’ua nh `̂eu s ’an ph ’̂am cùng loa. i.

- Năng su ´̂at c ’ua mô.t loa. i cây tr `̂ong trên nh ’̃ung th ’’ua ruô.ng khác nhau.

3.7 Phân ph ´̂oi χ2

2 D̄i.nh nghĩa 20 Gi ’a s ’’u Xi (i=1,2,...,n) là các d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ. p cùng
có phân ph ´̂oi chu ’̂an hóa.
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3. Môt s ´̂o qui luât phân ph ´̂oi xác su ´̂at 47

D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên χ2 =
n∑
i=1

X2
i d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi χ2 (khi−b̀ınh ph ’u ’ong)

v ’́oi n bâ. c t ’u. do. Kı́ hiê. u χ2 ∈ χ2(n) (hay χ2 ∼ χ2(n)).

⊕ Nhâ.n xét

Hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at c ’ua χ2

có da.ng

fn(x) =


e−

x
2 .x

n
2−1

2
n
2 .Γ(n2 )

v ’́oi x > 0

0 v ’́oi x ≤ 0

trong d̄ó Γ(x) =
+∞∫
0
tx−1e−tdt

(Hàm Gamma) Hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at c’ua χ2 v ’́oi n bâ.c
t ’u. do

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu χ2 ∈ χ2(n) th̀ı E(χ2) = n và V ar(χ2) = 2n.

� Phân vi. χ
2

Phân vi. χ2 m ’́uc α, ḱı hiê.u χ2
α, là giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng χ2

α có phân ph ´̂oi ”khi−b̀ınh
ph ’u ’ong” v ’́oi n bâ.c t ’u. do th ’oa mãn

P (χ2 < χ2
α) = α

Các giá tri. c ’ua χ2
α d̄ ’u ’o.c t́ınh s ˜̆an thành b ’ang.

� Chú ý Khi bâ.c n tăng lên th̀ı phân ph ´̂oi χ2 x ´̂ap x ’i v ’́oi phân ph ´̂oi chu ’̂an.

3.8 Phân ph ´̂oi Student (G.S Gosset)

2 D̄i.nh nghĩa 21 Gi ’a s ’’u U là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi chu ’̂an hóa và V là
d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ. p v ’́oi U có phân ph ´̂oi χ2 v ’́oi n bâ. c t ’u. do. Khi d̄ó d̄a. i l ’u ’o. ng
ng ˜̂au nhiên

T =
U
√
n√
V

d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi Student v ’́oi n bâ. c t ’u. do. Kı́ hiê. u T ∈ T (n) (hay T ∼ T (n)).

⊕ Nhâ.n xét Hàm mâ.t d̄ô. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi Student v ’́oi n bâ.c t ’u.
do có da.ng

fn(t) =
Γ(n+1

2 )(1 + t2

n
)−

n+1
2

Γ(n2 )
√
nπ

; (−∞ < t < +∞)

trong d̄ó Γ(x) =
+∞∫
0
tx−1e−tdt (Hàm Gamma)
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48 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu T ∈ T (n) th̀ı E(T ) = 0 và V ar(T ) =
n

n− 2
.

• Phân vi. Student

Phân vi. Student m ’́uc α, ḱı hiê.u tα là giá tri. c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên T ∈ T (n)
th ’oa mãn P (T < tα) = α.

Ta có tα = −t1−α.

� Chú ý

Phân ph ´̂oi Student có cùng da.ng và t́ınh d̄ ´̂oi x ’́ung nh ’u phân ph ´̂oi chu ’̂an nh ’ung nó
ph ’an ánh t́ınh bi ´̂en d̄ ’̂oi c ’ua phân ph ´̂oi sâu s ´̆ac h ’on. Các bi ´̂en có v `̂e giá và th ’̀oi gian
th ’u ’̀ong gi ’́oi ha.n mô.t cách nghiêm ngă. t ḱıch th ’u ’́oc c ’ua m ˜̂au. Ch́ınh v̀ı th ´̂e phân ph ´̂oi
chu ’̂an không th ’̂e dùng d̄ ’̂e x ´̂ap x ’i phân ph ´̂oi khi m ˜̂au có ḱıch th ’u ’́oc nh ’o. Trong tr ’u ’̀ong
h ’o.p này ta dùng phân ph ´̂oi Student.

Khi bâ.c t ’u. do n tăng lên (n > 30) th̀ı phân ph ´̂oi Student ti ´̂en nhanh v `̂e phân ph ´̂oi
chu ’̂an. Do d̄ó khi n > 30 ta có th ’̂e dùng phân ph ´̂oi chu ’̂an thay cho phân ph ´̂oi Student.

3.9 Phân ph ´̂oi F (Fisher−Snedecor)

2 D̄i.nh nghĩa 22 N ´̂eu χ2
n và χ2

m là hai d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi ”khi b̀ınh
ph ’u ’ong” v ’́oi n và m bâ. c t ’u. do th̀ı d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên Fn,m xác d̄i.nh b ’’oi

Fn,m =
χ2
n/n

χ2
m/m

d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi F v ’́oi n và m bâ. c t ’u. do.

⊕ Nhâ.n xét Hàm mâ.t d̄ô. c ’ua phân ph ´̂oi F có da.ng

p(x) =


0 ; x ≤ 0

Γ(n+m
2 )

Γ(n2 ).Γ(m2 )(
n
m

)
n
2 x

n
2−1

(1+ n
m
x)
n+m

2
; x > 0

• Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

E(Fn,m) =
m

m− 2
v ’́oi m > 2

V ar(Fn,m) =
m2(2m+ 2n− 4)
n(m− 2)2(m− 4)

v ’́oi m > 4
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4. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu 49

3.10 Phân ph ´̂oi Gamma

2 D̄i.nh nghĩa 23 D̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X d̄ ’u ’o. c go. i là có phân ph ´̂oi Gamma v ’́oi các
tham s ´̂o (α, λ), ḱı hiê. u X ∈ γ(α, λ), n ´̂eu hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at có da. ng

f(x) =


λe−λx(λx)α−1

Γ(α)
; x ≥ 0

0 ; x < 0

trong d̄ó Γ(α) =
∞∫
0
λe−λx(λx)α−1dx =

∞∫
0
e−yyα−1dy (y = λx).

� Các tham s ´̂o d̄ă.c tr ’ung

N ´̂eu X ∈ γ(α, λ) th̀ı E(X) =
α

λ
và V ar(X) =

α

λ2 .

3 T́ınh ch ´̂at N ´̂eu X ∈ γ(α, λ) và Y ∈ γ(β, λ) th̀ı X + Y ∈ γ(α + β, λ).

B ’ang t ’̂ong k ´̂et các phân ph ´̂oi liên tu.c

Phân ph ´̂oi Kı́ hiê.u Hàm mâ.t d̄ô. f(x) E(X) V ar(X)

Mũ λe−λx (x > 0)
1
λ

1
λ2

D̄ `̂eu
1

b− a
(a ≤ x ≤ b)

a+ b

2
(b− a)2

12

Chu ’̂an N(σ2, µ)
1

σ
√

2π
exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
µ σ2

Khi b̀ınh ph ’u ’ong χ2(n)
e−

x
2 .x

n
2−1

2
n
2 .Γ(n2 )

(x > 0, n > 0 n 2n

Student T (n)
Γ(n+1

2 )(1 + x2

n
)−

n+1
2

Γ(n2 )
√
nπ

(n > 0) 0 (n > 1)
n

n− 2

Gamma γ(α, λ)
λe−λx(λx)α−1

Γ(α)
α

λ

α

λ2

4. D̄A. I L ’U ’O. NG NG
˜̂
AU NHIÊN HAI CHI

`̂
EU

4.1 Khái niê.m v `̂e d̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên hai chi `̂eu

D̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên mà các giá tri. có th ’̂e c ’ua nó
d̄ ’u ’o.c xác d̄i.nh b`̆ang hai s ´̂o. Kı́ hiê.u (X,Y ).

(X,Y d̄ ’u ’o.c go. i là các thành ph `̂an c’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu)

D̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu d̄ ’u ’o.c go. i là r ’̀oi ra.c (liên tu. c) n ´̂eu các thành ph `̂an c’ua
nó là các d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c (liên tu. c).
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50 Ch ’u ’ong 2. D̄a. i l ’u ’ong ng ˜̂au nhiên và phân ph ´̂oi xác su ´̂at

4.2 Phân ph ´̂oi xác su ´̂at c’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên hai chi `̂eu

a) B’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at

X\Y y1 y2 . . . yj . . . ym

x1 P (x1, y1) P (x2, y2) . . . P (x1, yj) . . . P (x1, ym)
x2 P (x2, y1) P (x2, y2) . . . P (x2, yj) . . . P (x2, ym)
... . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xi P (xi, y1) P (xi, y2) . . . P (xi, yj) . . . P (xi, ym
... . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn P (xn, y1) P (xn, y2) . . . P (xn, yj) . . . P (xn, ym)

trong d̄ó

xi (i = 1, n) là các giá tri. có th ’̂e c ’ua thành ph `̂an X

yj (j = 1,m) là các giá tri. có th ’̂e c ’ua thành ph `̂an Y

P (xi, yj) = P ( (X,Y ) = (xi, yj) ) = P (X = xi, Y = yj), i = 1, n, j = 1,m
n∑
i=1

m∑
j=1

P (xi, yj) = 1

b) Hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at

2 D̄i.nh nghĩa 24 Hàm không âm, liên tu. c f(x, y) d̄ ’u ’o. c go. i là hàm mâ. t d̄ô. xác su ´̂at
c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu (X,Y ) n ´̂eu nó th ’oa mãn

P (X ∈ A, Y ∈ B) =
∫
A
dx
∫
B
f(x, y)dy

v ’́oi A, B là các tâ. p s ´̂o th ’u. c.

c) Hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at

2 D̄i.nh nghĩa 25 Hàm phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên hai chi `̂eu (X,Y ),
ḱı hiê. u F (x, y), là hàm d̄ ’u ’o. c xác d̄i.nh nh ’u sau

F (x, y) = P (X < x, Y < y)
� Nhâ.n xét

Ta có F (x, y) = P (X < x, Y < y) =
x∫

−∞

(
y∫

−∞
f(x, y)dy

)
dx nên

∂2F (x, y)
∂x∂y

= f(x, y)

4.3 Kỳ vo.ng và ph ’u ’ong sai c’ua các thành ph `̂an

i) Tr ’u ’̀ong h ’o. p (X,Y ) r ’̀oi ra. c
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5. Phân ph ´̂oi xs c’ua hàm các d̄lnn 51

E(X) =
n∑
i=1

m∑
j=1

xiP (xi, yj); E(Y ) =
m∑
j=1

n∑
i=1

yjP (xi, yj)

V ar(X) =
n∑
i=1

m∑
j=1

x2
iP (xi, yj)− [E(X)]2, V ar(Y ) =

m∑
j=1

n∑
i=1

y2
jP (xi, yj)− [E(Y )]2

ii) Tr ’u ’̀ong h ’o. p (X,Y ) liên tu. c

E(X) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xf(x, y)dxdy, E(Y ) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

yf(x, y)dxdy.

V ar(X) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x2f(x, y)dxdy − [E(X)]2, V ar(Y ) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

y2f(x, y)dxdy −

[E(Y )]2

5. PHÂN PH ´̂OI XÁC SU ´̂AT C ’UA HÀM CÁC D̄A. I L ’U ’O. NG

NG
˜̂
AU NHIÊN

5.1 Hàm c’ua mô.t d̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên

2 D̄i.nh nghĩa 26 N ´̂eu m ˜̂oi giá tri. có th ’̂e c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X t ’u ’ong ’́ung v ’́oi
mô. t giá tri. có th ’̂e c ’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên Y th̀ı Y d̄ ’u ’o. c go. i là hàm c’ua d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au
nhiên X. Kı́ hiê. u Y = ϕ(X).

3 T́ınh ch ´̂at

i) N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c và Y = ϕ(X) th̀ı ’́ung v ’́oi các giá tri. khác
nhau c’ua X ta có các giá tri. khác nhau c’ua Y và có

P (Y = ϕ(xi)) = P (X = xi)

ii) Gi ’a s ’’u X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at f(x) và
Y = ϕ(X).

N ´̂eu y = ϕ(x) là hàm kh ’a vi, d̄ ’on d̄iê.u, có hàm ng ’u ’o.c là x = ψ(y) th̀ı hàm mâ.t d̄ô.
xác su ´̂at g(y) c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên Y d̄ ’u ’o.c xác d̄i.nh b ’’oi

g(y) = f(ψ(y)).ψ′(y)

• Vı́ du. 21 Gi ’a s ’’u X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra. c có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at

X 1 3 4
P 0,3 0,5 0,2

Tı̀m qui luâ. t phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua Y = X2.

Gi ’ai

Các giá tri. Y có th ’̂e nhâ.n là y1 = 12 = 1; y2 = 32 = 9; y3 = 42 = 16. Vâ.y phân
ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua Y có th ’̂e cho b ’’oi
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Y 1 9 16
P 0,3 0,5 0,2

• Các tham s ´̂o

i) N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c nhâ.n mô.t trong các giá tri. x1, x2, . . . , xn
v ’́oi các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung p1, p2, . . . , pn th̀ı

E(Y ) = E[ϕ(X)] =
n∑
i=1

ϕ(xi)pi

V ar(Y ) = V ar[ϕ(X)] =
n∑
i=1

ϕ2(xi)pi − [E(Y )]2

ii) N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có hàm mâ.t d̄ô. xác su ´̂at f(x) th̀ı

E(Y ) = E[ϕ(X)] =
+∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx

V ar(Y ) = V ar[ϕ(X)] =
+∞∫
−∞

ϕ2(x)f(x)dx− [E(Y )]2

5.2 Hàm c’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng˜̂au nhiên hai chi `̂eu

2 D̄i.nh nghĩa 27 N ´̂eu m ˜̂oi că. p giá tri. có th ’̂e các d̄a. i l ’u ’o. ng X và Y t ’u ’ong ’́ung v ’́oi mô. t
giá tri. có th ’̂e c ’ua Z th̀ı Z d̄ ’u ’o. c go. i là hàm c’ua hai d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X, Y. Kı́ hiê. u
Z = ϕ(X,Y ).

� Chú ý Viê.c xác d̄i.nh phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua Z = ϕ(X,Y ) th ’u ’̀ong r ´̂at ph ’́uc ta.p. Ta
xét tr ’u ’̀ong h ’o.p d̄ ’on gi ’an Z = X + Y thông qua v́ı du. d ’u ’́oi d̄ây.

• Vı́ du. 22 Gi ’a s ’’u X và Y là hai d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ. p có b ’ang phân ph ´̂oi xác
su ´̂at

X 1 2
P 0,3 0,7

Y 3 4
P 0,2 0,8

Tı̀m phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua Z = X + Y .

Gi ’ai

Các giá tri. có th ’̂e c ’ua Z là t ’̂ong c’ua mô.t giá tri. c ’ua X và mô.t giá tri. có th ’̂e c ’ua Y.

Do d̄ó Z nhâ.n các giá tri. có th ’̂e

z1 = 1 + 3 = 4; z2 = 1 + 4 = 5; z3 = 2 + 3 = 5; z4 = 2 + 4 = 6

Các xác su ´̂at t ’u ’ong ’́ung là

P (Z = 4) = P (X = 1).P (Y = 3) = 0, 3× 0, 2 = 0, 06

P (Z = 5) = P (X = 1, Y = 4) + P (X = 2, Y = 3)
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6. Lu .̂at s ´̂o l ’on 53

= P (X = 1).P (Y = 4) + P (X = 2).P (Y = 3)

= 0, 3× 0, 8 + 0, 7× 0, 2 = 0, 38

P (Z = 6) = P (X = 2).P (Y = 4) = 0.7× 0, 8 = 0, 56

Vâ.y Z có phân ph ´̂oi xác su ´̂at

Z 4 5 6
P 0,006 0,38 0,56

6. LUÂ. T S ´̂O L ’́ON

6.1 B´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Markov

∆ D̄i.nh lý 1 N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên nhâ. n giá tri. không âm th̀ı ∀ε > 0 ta có

P (X ≥ a) ≤ E(X)
a

Ch ’́ung minh. Ta ch ’́ung minh trong tr ’u ’̀ong h ’o.p X là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c có
hàm mâ.t d̄ô. f(x).

E(X) =
+∞∫
0

xf(x)dx =
a∫

0

xf(x)dx+
+∞∫
a

xf(x)dx

≥
+∞∫
a

xf(x)dx ≥
+∞∫
a

af(x)dx = a

+∞∫
a

= aP (X ≥ a).

2

6.2 B´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Tchebyshev

∆ D̄i.nh lý 2 N ´̂eu X là d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên có kỳ vo. ng µ và ph ’u ’ong sai σ2 h ’̃uu ha. n
th̀ı ∀ε > 0 bé tùy ý ta có

P (|X − µ| ≥ ε) ≤ V ar(X)
ε2

hay

P (|X − µ| < ε) > 1− V ar(X)
ε2

Ch ’́ung minh.

Ta th ´̂ay (X − µ)2 là d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên nhâ.n giá tri. không âm.

Áp du.ng b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Tchebyshev v ’́oi a = ε2 ta d̄ ’u ’o.c

P [(X − µ)2 ≥ ε2] ≤ E[(X − µ)2]
ε2 =

V ar(X)
ε2
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Vı̀ (X − µ)2 ≥ ε2 khi và ch ’i khi |X − µ| ≥ ε nên

P (|X − µ| ≥ ε) ≥ V ar(X)
ε2

2

� Chú ý B ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Markov và Tchebuchev giúp ta ph ’u ’ong tiê.n th ´̂ay d̄ ’u ’o.c gi ’́oi
ha.n c ’ua xác su ´̂at khi kỳ vo.ng và ph ’u ’ong sai c ’ua phân ph ´̂oi xác su ´̂at ch ’ua bi ´̂et.

• Vı́ du. 23 Gi ’a s ’’u s ´̂o s ’an ph ’̂am d̄ ’u ’o. c s ’an xu ´̂at c ’ua mô. t nhà máy trong mô. t tu `̂an là
mô. t d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên v ’́oi kỳ vo. ng µ = 50.

a) Có th ’̂e nói g̀ı v `̂e xác su ´̂at s ’an ph ’̂am c’ua tu `̂an này v ’u ’o. t quá 75.

b) N ´̂eu ph ’u ’ong sai c’ua s ’an ph ’̂am trong tu `̂an này là σ2 = 25 th̀ı có th ’̂e nói g̀ı v `̂e xác
su ´̂at s ’an ph ’̂am tu `̂an này sẽ ’’o gi ’̃ua 40 và 60.

Gi ’ai

a) Theo b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Markov

P (X > 75) ≥ E(X)
75

=
50
75

=
2
3

b) Theo b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Tchebyshev

P (|X − 50| ≥ 10) ≤ σ2

102 =
25
100

=
1
4

Do d̄ó
P (40 < X < 60) = P (|X − 50| < 10) > 1− 1

4
=

3
4

6.3 D̄i.nh lý Tchebyshev

∆ D̄i.nh lý 3 (D̄i.nh lý Tchebyshev) N ´̂eu các d̄a. i l ’u ’o. ng ng ˜̂au nhiên X1, X2, . . . , Xn d̄ô. c
lâ. p t ’̀ung d̄ôi, có kỳ vo. ng h ’̃uu ha. n và các ph ’u ’ong sai d̄ `̂eu bi. chă. n trên b ’’oi s ´̂o C th̀ı ∀ε > 0
bétùy ý ta có

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Xi −
1
n

n∑
i=1

E(Xi)
∣∣∣∣∣ < ε)

)
= 1

D̄ă. c biê. t, khi E(Xi) = a; (i = 1, n) th̀ı lim
n→∞

(| 1
n

n∑
i=1

Xi − a| < ε) = 1

Ch ’́ung minh. Ta ch ’́ung minh trong tr ’u ’̀ong h ’o.p d̄ă. c biê.t E(Xi) = µ, V ar(Xi) = σ2 (i =
1, 2 . . . , n). Ta có

E(
1
n

n∑
i=1

Xi) = µ, V ar(
1
n

n∑
i=1

) =
σ2

n
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Theo b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc Tchebyshev

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Xi − µ
∣∣∣∣∣
)
≤ σ2

nε2

2

• Ý nghĩa

Mă.c dù t ’̀ung d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p có th ’̂e nhâ.n giá tri. sai khác nhi `̂eu so v ’́oi
kỳ vo.ng c’ua chúng, nh ’ung trung b̀ınh s ´̂o ho.c c ’ua mô.t s ´̂o l ’́on d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên la. i
nhâ.n giá tri. g `̂an b`̆ang trung b̀ınh s ´̂o ho.c c ’ua các kỳ vo.ng c’ua chúng. D̄i `̂eu này cho phép
ta d ’u. d̄oán giá tri. trung b̀ınh s ´̂o ho.c c ’ua các d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên.

6.4 D̄i.nh lý Bernoulli

∆ D̄i.nh lý 4 (D̄i.nh lý Bernoulli) N ´̂eu fn là t `̂an su ´̂at xu ´̂at hiê. n bi ´̂en c ´̂o A trong n
phép th ’’u d̄ô. c lâ. p và p là xác su ´̂at xu ´̂at hiê. n bi ´̂en c ´̂o A trong m ˜̂oi phép th ’’u th̀ı ∀ε > 0 bé
tùy ý ta có

lim
n→∞

P (|fn − p| < ε) = 1

• Ý nghĩa

T `̂an su ´̂at xu ´̂at hiê.n bi ´̂en c ´̂o trong n phép th ’’u d̄ô. c lâ.p d `̂an v `̂e xác su ´̂at xu ´̂at hiê.n bi ´̂en
c ´̂o trong m ˜̂oi phép th ’’u khi s ´̂o phép th ’’u tăng lên vô ha.n.

7. BÀI TÂ. P

1. Mô.t nhóm có 10 ng ’u ’̀oi g `̂om 6 nam và 4 n ’̃u. Cho.n ng ˜̂au nhiên ra 3 ng ’u ’̀oi.
Go. i X là s ´̂o n ’̃u ’’o trong nhóm. Lâ.p b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua X và t́ınh
E(X), V ar(X),mod(X).

2. Gieo d̄ `̂ong th ’̀oi hai con xúc s ´̆ac cân d̄ ´̂oi d̄ `̂ong ch ´̂at. Go. i X là t ’̂ong s ´̂o n ´̂ot xu ´̂at hiê.n
trên hai mă.t con xúc s ´̆ac. lâ.p b ’ang qui luâ. t phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua X. T́ınh E(X)
và V ar(X).

3. Trong mô.t cái hô.p có 5 bóng d̄èn trong d̄ó có 2 bóng t ´̂ot và 3 bóng h ’ong. Cho.n
ng ˜̂au nhiên t ’̀ung bóng d̄em th ’’u (th ’’u xong không tr ’a la. i) cho d̄ ´̂en khi thu d̄ ’u ’o.c 2
bóng t ´̂ot. Go. i X là s ´̂o l `̂an th ’’u c `̂an thi ´̂et. T̀ım phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua X. Trung
b̀ınh c `̂an th ’’u bao nhiêu l `̂an?

4. Mô.t d̄ ’o. t x ’̂o s ´̂o phát hành N vé. Trong d̄ó có mi vé trúng ki d̄ `̂ong mô.t vé (i =
1, 2, . . . , n). H ’oi giá c ’ua m ˜̂oi vé s ´̂o là bao nhiêu d̄ ’̂e cho trung b̀ınh c’ua ti `̂en th ’u ’’ong
cho m ˜̂oi vé b`̆ang mô.t n ’’ua giá ti `̂en c ’ua mô.t vé?
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5. Tu ’̂oi tho. c ’ua mô.t loa. i côn trùng nào d̄ó là mô. t d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c X
(d̄ ’on vi. là tháng) có hàm mâ.t d̄ô.

f(x) =
{
kx2(4− x) n ´̂eu 0 ≤ x ≤ 4

0 n ´̂eu ng ’u ’o.c la. i

a) T̀ım h`̆ang s ´̂o k.
b) T̀ım mod(X).
c) T́ınh xác su ´̂at d̄ ’̂e côn trùng ch ´̂et tr ’u ’́oc khi nó d̄ ’u ’o.c 1 tháng tu ’̂oi.

6. Cho d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên liên tu. c X có hàm mâ.t d̄ô.

f(x) =
{
kx2e−2x x ≥ 0

0 x < 0

a) T̀ım h`̆ang s ´̂o k.
b) T̀ım hàm phân ph ´̂oi c ’ua X.
c) T̀ım mod(X).
d) T̀ım E(X) và V ar(X).

7. Mô.t x́ı nghiê.p s ’an xu ´̂at máy t́ınh có xác su ´̂at làm ra ph ´̂e ph ’̂am là 0,02. Cho.n ng ˜̂au
nhiên 250 máy t́ınh d̄ ’̂e ki ’̂em tra. T̀ım xác su ´̂at d̄ ’̂e:
a) Có d̄úng 2 ph ´̂e ph ’̂am.
b) Có không quá 2 ph ´̂e ph ’̂am.

8. (Bài toán Samuel−Pepys) Pepys d̄ã d̄ ’ua ra bài toán sau cho Newton: Bi ´̂en c ´̂o
nào trong các bi ´̂en có sau d̄ây có xác su ´̂at l ’́on nh ´̂at?

a) Có ı́t nh ´̂at mô.t l `̂an xu ´̂at hiê.n mă.t 6 khi tung mô.t con xúc x ´̆ac 6 l `̂an.
b) Có ı́t nh ´̂at 2 l `̂an xu ´̂at hiê.n mă.t 6 khi tung con xúc x´̆ac 12 l `̂an.
c) Có ı́t nh ´̂at 3 l `̂an xu ´̂at hiê.n mă.t 6 khi tung con xúc x´̆ac 18 l `̂an.

9. Xác su ´̂at mô.t ng ’u ’̀oi bi. ph ’an ’́ung t ’̀u viê.c tiêm huy ´̂et thanh là 0,001. T̀ım xác su ´̂at
sao cho trong 2000 ng ’u ’̀oi có d̄úng 3 ng ’u ’̀oi, có nhi `̂eu h ’on 2 ng ’u ’̀oi bi. ph ’an ’́ung.

10. Mô.t lô hàng có 500 s ’an ph ’̂am (trong d̄ó có 400 s ’an ph ’̂am loa. i A). L ´̂ay ng ˜̂au nhiên
t ’̀u lô hàng d̄ó ra 200 s ’an ph ’̂am d̄ ’̂e ki ’̂em tra. Go. i X là s ´̂o s ’an ph ’̂am loa. i A có trong
200 s ’an ph ’̂am l ´̂ay ra ki ’̂em tra. T̀ım kỳ vo.ng và ph ’u ’ong sai c ’ua X.

11. Mô.t trung tâm b ’uu d̄iê.n nhâ.n d̄ ’u ’o.c trung b̀ınh 300 l `̂an go. i d̄iê.n thoa. i trong mô.t
gi ’̀o. T̀ım xác su ´̂at d̄ ’̂e trung tâm này nhâ.n d̄ ’u ’o.c d̄úng 2 l `̂an go. i trong 1 phút.

12. Tro.ng l ’u ’o.ng c’ua mô.t con bò là mô. t d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi chu ’̂an v ’́oi
giá tri. trung b̀ınh 250kg và d̄ô. lê.ch tiêu chu ’̂an là 40kg. T̀ım xác su ´̂at d̄ ’̂e mô. t con
bò cho.n ng ˜̂au nhiên có tro.ng l ’u ’o.ng:

a) Nă.ng h ’on 300kg.
b) Nhe. h ’on 175kg.
c) N`̆am trong kho ’ang t ’̀u 260kg d̄ ´̂en 270kg.
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13. Chi `̂eu cao c’ua 300 sinh viên là mô. t d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên có phân ph ´̂oi chu ’̂an v ’́oi
trung b̀ınh 172cm và d̄ô. lê.ch tiêu chu ’̂an 8cm. Có bao nhiêu sinh viên có chi `̂eu cao:

a) l ’́on h ’on 184cm,
b) nh ’o h ’on hoă.c b`̆ang 160cm,
c) gi ’̃ua 164cm và 180cm,
d) b`̆ang 172cm.

14. Cho hai d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên d̄ô. c lâ.p X,Y có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at nh ’u sau:

X 1 2 3
P 0,2 0,3 0,5

Y 2 4
P 0,4 0,6

T̀ım phân ph ´̂oi xác su ´̂at c ’ua Z = X + Y .

15. Cho d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên r ’̀oi ra.c X có b ’ang phân ph ´̂oi xác su ´̂at nh ’u sau:

X 1 3 5
P 0,2 0,5 0,3

T̀ım kỳ vo.ng và ph ’u ’ong sai c ’ua d̄a. i l ’u ’o.ng ng ˜̂au nhiên Y = ϕ(X) = X2 + 1.

16. Gieo mô.t con xúc x ´̆ac cân d̄ ´̂oi n l `̂an. Go. i X là s ´̂o lân xu ´̂at hiê.n mă.t lu. c. Ch ’́ung
minh r`̆ang

P (
n

6
−
√
n < X <

n

6
+
√
n) ≥ 31

36

•2 TR ’A L ’̀OI BÀI TÂ. P

1. X 0 1 2 3
P 5

30
15
30

9
30

1
30

E(X) = 1, 2, V ar(X) = 0, 56, mod(X) = 1.

2. X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P 1

36
2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

E(X) = 7, V ar(X) = 5, 833.

3. P (X = 2) = 2
5 .

1
4 = 1

10 .

P (X = 3) = 3
5 .

2
4 .

1
3 + 2

5 .
3
4 .

1
3 = 2

10 .

P (X = 4) = 3
5 .

2
4 .

2
3 .

1
2 + 3

5 .
2
4 .

2
3 .

1
2 + 2

5 .
3
4 .

2
3 .

1
2 = 3

10 .

P (X = 5) = 1− ( 2
20 + 4

20 + 6
20) = 4

10 .

Trung b̀ınh c `̂an E(X) = 4 l `̂an th ’’u.

4.
2
N

n∑
i=1

kimi.

5. a) Vı̀
4∫

0
x2(4− x)dx = 64

3 suy ra k = 3
64 , b) mod(X) = 8

3 ,
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c) P (X < 1) = 3
64

1∫
0
x2(4− x)dx = 13

256 .

6. a) k = 4, b) F (x) =
{

1− e−2x(2x2 + 2x+ 1) n ´̂eu x > 0
0 n ´̂eu x < 0

c) mod(X) = 1, d) E(X) = 3
2 , V ar(X) = 3

4 .

7. X ∈ B(250, 2%) a) P (X = 2) = 0, 0842, b) P (x ≤ 2) = 0, 1247.

8. a) P = 0, 665, b) P = 0, 619, c) P = 0, 597.

9. P (X = x) = ax.e−a

x! v ’́oi a = np = (2000).(0, 001) = 2.

P (X = 3) = 0, 18, P (X > 2) = 0, 323.

10. E(X) = 160, V ar(X) = 19, 238. 11. P = 0, 09.

12. a) P (X > 300) = 1− φ(1, 25) == 0, 1056,

b) P (X, 175) == φ(−1, 875) = 0, 0303,

c) P (260 < X < 270) = φ(0, 5)− φ(0, 25) = 0, 0928.

13. a) 18, b) 22, c) 213, d) 14.

14. Z 3 4 5 6 7
P 0,08 0,12 0,32 0,18 0,3

15. E(Y ) = 13, 2, V ar(Y ) = 79, 36.

16. X có phân ph ´̂oi nhi. th ’́uc v ’́oi P = 1
6 nên E(X) = n

6 . Áp du. ng b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc
Tchebyshev ta d̄ ’u ’o.c b ´̂at d̄ ’̆ang th ’́uc c `̂an ch ’́ung minh.
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