Chudng 2

PAI LUGNG NGAU NHIEN VA PHAN PHOI XAC SUAT

1. DAI LUONG NGAU NHIEN

1.1 Khai niém dai lidng ngau nhién

O Pinh nghia 1 Dai liong ngdu nhién o dai hiong bién déi bicu thi qud tri két qia
clia mét phép thu ngau nhién.

Ta ding cdc chi cdi hoa nhi X, Y, Z, ... dé ki hiéu dai higng ngau nhién.

e Vidu 1 Tung mot con xic zdc. Goi X ld s6 cham zudt hién trén mdt con zic zdc
thi X la mot dai hiong ngdu nhién nhan cdc gid tri cé thé la 1,2, 8, 4,5, 6.

1.2 Pai lidng ngiu nhién rdi rac
a) Pai lidng ngiu nhién rdi rac

O Pinh nghia 2 Pui hiong ngau nhién duoc goi la roi rac néu nd chi’ nhin mot sé
huu han hodc mot so6 v6 han dém duoc cdc gid tri.

/ JRTON A 2 <z . . Iy N N,.
Ta c6 the liét ké cdc gid tri cua dai hidng ngau nhién rdi rac 1, s, . . ., Ty.

Ta ki hiéu dai lidng ngau nhién X nhan gia tri z,, 1a X = z,, va xdc suat dé X nhan
gia tri x, la P(X = x,).

o Vidu 2 S6 cham zuat hién trén mat con xic zac, so hoc sinh vang mat trong mot
A \ , . It N \,.
buoi hoc...la cdc dai luong ngau nhién roi rac.

b) Bang phan phéi x4c suat

Béng phéan phéi xdc suat ding dé thiet 1ap luat phan phdi xdc suat cia dai hiong
ngau nhién roi rac, né gom 2 hang: hang thi nhat liét ké céc gid tri ¢6 theé 1, T,y ..., Tp
clia dai hidng ngau nhién X va hang thi hai liét ké cdc xéc suat tudng ing py, pa, - . ., Pn
clla céc gid tri c6 the do.

27
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28 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

X ‘ T1 Ty ... I,

P ‘ pPr P2 --- DPn
~ ’ .y e s A . I 9N N ~ ~ N
Néu cdc gid tri ¢ thé clia dai hidng ngau nhién X gdm htiu han 86 1, 23, ..., 7, thi
cic bien co X = 21, X = z9,..., X = x,, 1ap thanh mot nhém céc bién co day du xung

khac ting doi.
=1

e Vidu 3 Tung mot con xic xac dong chat. Goi X la s6 cham xuat hién trén mat con
. J \ \ . < A Ny ¢ A N, A %ye
zic zac thi X la dai lWong ngau nhién roi rac cé phan phoi xdc suat cho boi:

X|1 2 8 4 56
p‘llllll
6 6 6 6 6 6

1.3 Dai lidng ngiu nhién lién tuc va ham mat dd xéc suat
a) Pai lidng ngau nhién lién tuc

O Pinh nghia 3 Dai liong ngau nhién didc goi la lién tuc néu cde gid tri cé thé cla
nd lap day mot khodng trén truc sé.

e Vidu 4
- Nhiét d6 khong khi & méi thoi diém nao do.
- Sai s6 khi khi do liong mét dai hiong vat ly.
- Khodng thoi gian gita hai ca cap cuu ciia mot bénh vién.
b) Ham mét do xac suat
O Pinh nghia 4 Ham madt do wdc sudt cia dai hiong ngau nhién lién tuc X la ham
khong am f(x), zdc dinh voi moi x € (—o0,+00) thoa man

P(X € B) = /f(x)dx

voi moi tdp s6 thuc B.
¢ Tinh chat Ham mat do xdc suat c6 cde tinh chat sau

i) f(x) >0, Vo € (—o0,+00)
+o00
ii) / fla)de =1
® Y nghia ctia ham mat do

Tu dinh nghia ctia ham mat do ta c6 Pz < X < x + Az) ~ f(z).Ax

Do d6 ta thay xéac suat dé X nhan gid tri thuoc lan can kha bé (z,r + Ax) gan nhu
ti 1 voi f(x).
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1. Pai liong ngau nhién 29

1.4 Ham phan phdi xic suat

O Pinh nghia 5 Ham phdan phéi zdc sudt cia dai hiong ngau nhién X, ki hiéu F(z),
la ham duoc xdc dinh nhu sau

F(x)=P(X < x)

* Néu X la dai liong ngau nhién roi rac nhan cdc gid tri cé thé}xl,xg, cey Ty the
Flz)= )Y P(X=uz)= > p (voip; = P(X = z))
x;<x x; <x

* Néu X 1o dai hiong ngau nhién lién tuc cé ham mat do zdc sudt f(x) thi

F(m):jf(x)dx

© Tinh chat Ta c6 theé chiing minh duidc cac cong thiic sau
)0< F(zx)<1; V.
ii) F(x) 1a ham khong gidm (z; < 29 = F(x1) < F(x3)).
iii) im F(z) = 0; xErEOO F(z) =1.

iv) F'(z) = f(z), V.

® Y nghia clia ham phan phdi xac suat

Ham phan phéi x4c suat F(x) phan 4nh mic d6 tap trung xdc suat vé bén tréi cia

. /\7
diém x.

e Vidu 5 Cho dai hiong ngau nhién roi rac X c¢é bdng phan phéi zde sudt

X| 1 3 6
P03 01 06

Tim ham phdan phéi zdc sudt cla X va vé dé thi ctia ham nay.
Giai
Néu z <1 thi F(z)=0.
Néu 1<z <3 thi F(z)=0,3.
Néu 3<x<6 thi F(z)=0,3+0,1=0,4.
Néu = >6 thi F(z)=0,34+0,1+0,6=1.
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30 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

0 ; =<1
0,3 ; 1<x<3
0,4 ; 3<x<6
1 5 =>6

e Vidu 6 Cho X la dai lidng ngdu nhién lién tuc cé ham madt do

0 néu <0
f(@)=1¢ Sz néu 0<z<1

5 7/
6 péu x>1

52t

Tim ham phdn phéi zdc sudat F(z).
Giai

Khi z < 0 thi F(z) = /f(t)dt —0

Khi0 <z <1thi F(z)= /f(t)dt :/gtdt = 2352.
5% §

Khi 2 > 1 thi
f /6 1 217 2
F :/ tdt:/ftdt /—dt:— [_] -2
(z) ] f(t) I +1 ” =+ 75a, 3
0 ; <0
Vay F(z) = 822, 0<x<1
1—% X xz>1

2. CAC THAM SO PAC TRUNG CUA PAI LUONG NGAU
NHIEN

2.1 Ky vong (Expectation)
O Pinh nghia 6

* Gid su X la dai liong ngau nhién roi rac cé thé nhan cdc gid tri xi,T9, ..., T,
v0i cde wdx sudt tuong ung pi,pa, ..., Pn. Ky vong cia dai hiong ngau nhién X, ki hiéu
E(X) (hay M(X)), la s6 duoc wdc dinh b
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2. Céc tham sb dic tring cta dai lidng ngau nhién 31

E<X) = Z TiPi
i=1

* Gid su X 1o dai liong ngau nhién lién tuc ¢ ham mat do zdc sudt f(z). Ky vong
ctia dai hiong ngdu nhién X dvoc xdc dinh boi

o0

E(X) = / of (2)de

—00

e Vidu 7 Tim ky vong ciia dai liong ngau nhién cé bang phan phéi zdc sudt sau

X|5 6 7 8 9 10 11
2 3 2

1 2 T T
P‘EHIQIQEEE

Ta co

E(X)=55+463473+82+9.34+10.4+11.5 =9 =3 =775

e Vidu 8 Cho X la dai hiong ngau nhién lién tuc cé ham mat do

2672 péuy 0<x<?2

f(x)_{ 0  néu z¢(0,2)

Tim E(X).
Giai
T B 4
E(X) = /ﬁf(m)dx:/x (lx)dx: 5| =3
—00 0 0

¢ Tinh chat
i) E(C) = C, C 1a hang.
ii) E(cX) =c.E(X).
iii) B(X +Y) = E(X)+ E(Y).
iv) Néu X va Y 1 hai dai lidng ngau nhién doc lap thi E(XY) = E(X).E(Y).

® Y nghia clia ky vong

Tién hanh n phép thi. Gid st X 13 dai lidng ngau nhién nhan céc gid tri ¢6 the
T1, %o, ..., Ty VOI 8O 1an nhan ki, ke, . .., kn.

Gi4 tri trung binh cta dai hidng ngau nhién X trong n phép thi 1a

7. ) N " ~ A N ., .
voi f; = % la tan suat dé X nhan gia tri z;.
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32 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

Theo dinh nghia xac suat theo 161 théng keé ta co nh_}n(glo fi = pi. Vivay voi n dl 1on

ta co
TR 1oy + PoZa + ... + Pp¥y = E(X)

Ta thay ky vong cla dai lidng ngau nhién XAp xi voi trung binh s6 hoc cdc gid tri
quan st cua dai hidng ngau nhién.

Do d6 ¢6 thé néi ky vong cia dai hiong ngau nhién chinh la gid tri trung binh (theo
zdc sudt) cia dai liong ngau nhién. N6 phdn dnh gid tri trung tam cia phdn phoi dc
sudt

2.2 Phuidng sai (Variance)
O Pinh nghia 7 Phuong sai (dé léch binh phiong trung binh)/cda dai hiong ngdau
nhién X, ki hiéu Var(X) hay D(X), dudc dinh nghia bang cong thuc
Var(X) = E{[X - E(X)]}
* Néu X 1o dai hiong ngau nhién roi rac nhan cdc gid tri cé thé)xl,xg, o Ty VO

cde zde sudt tuong d’ng D1, P2y« -y Pn the

Var(X) = [z — E(X))*p;
i=1
* Néu X 1o dai liong ngau nhién lién tuc ¢d ham mat do zdc sudt f(x) thi
+oo
Var(X) = / & — E(X)]2f(x)dx

—0o0

® Chu y Trong thic t& ta thuidng tinh phicng sai bang cong thic

Var(X) = B(X?) — [B(X)]

That vay, ta co

Var(X) = E{X - E(X)?}

E{X? - 2X.E(X)+ [E(X)]?}
E(X?) - 2B(X).E(X) + [E(X)]?
= BE(X?) - [EX)]?

e Vidu 9 Cho dai hiong ngau nhién roi rac X cé bdng phdan phéi zde sudt sau

X1 3 5
P01 04 05

Tim phiuong sai cia X.

Giai
E(X)=1.0,143.0,44+5.0,5=38
BE(X?) =12.0,1 4+ 3%.0,4 + 52.0,5 = 16,2

Do d6 Var(X) = B(X?) — [BE(X)]? = 16,2 — 14,44 = 1, 76.
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2. C4c tham sé dic tring ctia dai hidng ngau nhién

33

e Vidu 10 Cho dai liong ngaunhién X cé ham mat do

cxd woi 0<z<3

J(w) = { 0 woi z¢]0,3]

Hay tim
i) Hang s6 c.
i1) Ky vong.
i11) Phuong sai
Giai
3 473
81
i) Ta c6 1:/cx3dx:c T =2
7
0
S = —.
uy ra c3 <1
4 4 [2°]°
i) B(X) = /x—xgdx S f g%
g 81 8115 ],
iii) Ta ¢6

7 P, 4 [28]
EX2:/2 :/273:77:
(X?) Ooa:f(a:)dx 0 T gq® dx 8106, 6

Vay Var(X)=E(X?) - [E(X)]?=06—(2,4)> =0,24.
¢ Tinh chat

i) Var(C)=0; (C khong doi).

i) Var(cX) = .Var(X).

iii) Néu X va Y 1a hai dai lidng ngau nhién doc lap thi
*Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y);
* Var(X-Y)=Var(X)+Var(Y);
* Var(C+X)=Var(X).

® Y nghia clia phudng sai

Ta thay X — E(X) 14 d6 léch khoi gid tri trung binh nén Var(X) = E{[X — E(X)]?}
1& do léch binh phidng trung binh. Do d6 phudng sai phdn dnh muic do phan tén céc

gi4 tri clia dai hidng ngau nhién chung quanh gid tri trung binh.

2.3 D6 léch tiéu chuin

Pon vi do clia phidng sai bang binh phidng don vi do clia dai hidng ngau nhién.
Khi can ddnh gid mic do phan tén cac gid tri ciia dai hidng ngau nhién theo don vi cia

né, ngudi ta ding mot dac tring mdi dé 1a do léch tiéu chuén.
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34 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

O Pinh nghia 8 D6 léch ticu chudn cia dai hiong ngau nhién X, ki hiéu la o(X),
dvioc dinh nghia nhu sau:

o(X)=/Var(X)

2.4 Mode

O Pinh nghia 9 Mod(X) la gid tri ctia dai kiong ngau nhién X ¢ khd ndang zudt hién
lon nhat trong mot lan can nao dé cia nd.

Déi voi dai liong ngau nhién roi rac mod(X) la gid tri cia X wng voi zdc sudt lon
nhat, con doi voi dai luong ngau nhién lién tuc thi mod(X) la gid tri cua X tai dd ham
mat do dat gid tri cuc dai.

® Chui 'y Mot dai lidng ngau nhién cé thé c6 mdot mode hoac nhiéu mode.

e Vidu 11 Gid si X la diém trung binh cia sinh vién trong triong thi mod(X) la
diém ma nhiéu sinh vién dat dioc nhat.

e Vidu 12 Cho dai liong ngau nhién lién tuc cé phdan phdi Viy—bun voi ham mt

do
0 néu <0
fle)=¢ . 2
5€° 1 néu z >0

Hay xdc dinh mod(X).

Giai
mod(X) 1 nghiém ctia phidng trinh
1 2 22 e
f(x) = 56_7 - %e‘f =0

2
Suy ra mod(X) la nghiém cua phidng trinh 1 — % = 0. Do mod(X) > 0 nén

mod(X) =2 = 1,414,

2.5 Trung vi
O Pinh nghia 10  Trung vi cia dai hiong ngau nhién X la gid tri cia X chia phan
phéi wdc sudt thanh hai phdn cd zdc sudt giong nhav. Ki hiéu med(X).

Ta c6 P(X < med(X)) = P(X > med(X)) =3
@® Nhan xét Tu dinh nghia ta thay dé tim trung vi chi can giai phddng trinh F(z) = 2.
Trong ting dung, trung vi 14 ddc tring vi trf t6t nhat, nhiéu khi tét hon cd ky Vong,
nhat 1a khi trong s liéu ¢6 nhiéu sai sét. Trung vi con dude goi 1a phan vi 50% cia
phdn phdi.
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2. Céc tham sb dic tring cta dai lidng ngau nhién 35

e Vidu 13 Tim med(X) trong vi du (12).
Giai
med(X) 14 nghiém ctia phidng trinh

med(X)
med 2
f(x)dz =0,5 hay 1—e T =0,5
0

Suy ra med(X) = 1, 665.

® Chi y Néi chung, ba s dic tring ky vong, mode va trung vi khong tring nhau.
Chang han, ti cdc vi du (12), (13) va tinh thém ky vong ta ¢6 E(X) = 1,772; mod(X) =
1,414 va med(X) = 1,665. Tuy nhién néu phan phoi déi xiing va chi ¢6 mot mode thi
ca ba dac tring do6 tring nhau.

2.6 Moment
O Pinh nghia 11

* Moment cip k cla dai hiong ngdu nhién X 1a s6 my = B(X*).

* Moment qui tam cap k cia dai liong ngau nhién X la s6 ay, = E{[X — E(X)]*}.
& Nhan xét

i) Moment cap 1 ctia X 1a ky vong ctia X (m; = E(X)).

ii) Moment qui tam cap hai ctia X 14 phidng sai ctia X (g = my — m? = Var(X)).

iii) ag = mz — 3mamy + 2ms3.

2.7 Ham moment sinh

O Dinh nghia 12 Ham moment sinh cia dai liong ngau nhién X la ham zdc dinh
trong (—o0o, +00) cho bdi

> et p(x) néu X roi rac
o(t) = BE(e") = { &

+00 .
[ e®p(x)dr néu X lién tuc

¢ Tinh chat
) ¢'(0) = E(X).
i) ¢ (0) = B(X?).
iii) Tong quat: ¢™(0) = E(X™), Vn > 1.
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36 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

Ching minh.

i) ¢ (t) = th(etX) =’ (i(&ﬂ) = B(Xe).

Suy ra ¢ (0) = E(X).

” d ’ d d
i) ¢t =70 0= %E(Xetx) =L (mf(X@tX)) = B(X?e"Y).
Suy ra qb”(O) = E(X?). -
© Chii ¥

i) Gid si X va Y 1a hai dai lidng ngau nhién doc lap c6 ham moment sinh tidng
ung 1 ¢x(t) va ¢y (t). Khi d6 ham moment sinh clia X + Y cho bdi

Ox+y(t) = BE(™)) = B(e™e™) = B(e™)B(e™) = ox(t)éy (1)

(dang thic gan cudi c6 duide do e va e¥ doc lap)

ii) C6 tudng ting 1—1 gida ham moment sinh va ham phan phéi xéc suat cia dai
lidng ngau nhién X.

3. MOT SO QUI LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

3.1 Phan phéi nhi thiic (Binomial Distribution)

O Pinh nghia 13 Dai liong ngau nhién roi rac X nhan mét trong cdc gid tri 0,1,2,...,n
V0l cdc xdc suat tuong ung duoc tinh theo cong thuc Bernoulli

P,=P(X =x)=Cp°q"" (2.1)
goi ld ¢6 phén phdi nhi thiic voi tham s6 n va p. Kihiéu X € B(n,p) (hay X ~ B(n,p)).
® Cong thic
Vi h nguyén didng va h < n — z, ta cé

Pae<X<x+h)=PFP,+P1+ ...+ Py (2.2)

e Vidu 14 Ty I¢ phé pham trong 6 sdn pham la 3%. Ly ngdu nhién 100 sdin pham
dé kiém tra. Tim zdc sudt dé trong dé
i) C6 3 phé pham.
ii) C6 khéng qud 8 phé pham.
Giai
Ta thay moi lan kiém tra mot san phé’m la thuc hién mot phép thi. Do dé ta cé
n=100 phép thi.
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3. M6t s6 qui luat phan phdi xac suat 37

Goi A 1 bién ¢4 sdn pham lay ra 1a phé pham thi trong méi phép thi. Ta ¢
p=p(A) =0,03.
Pit X 1a tong s6 phé pham trong 100 sén pham thi X € B(100;0,03).

i) P(X =3) = C3,,(0,03)3.(0,97) = 0,2274.

i) PO<X<3) = Ph+P + P+ Ps
= 0900(0703) (0, 97)100 +Cloo(o 03)1(0 97 )
+C00(0,03)2(0, 97)% + CFy0(0, 03)*(0, 97)*
= 0,647.

® Chu y Khi n kh4 Idn thi xéc suat p khong qué gan 0 va 1. Khi dé ta c6 thé 4p dung
cong thic xap xi sau

i)

f(u) (2.3)

trong dé
T —mnp. 1 u?

N7k flu) = Ef?;

(2.3) dudc goi cong thiic dia phidng Laplace.
if)

u =

Plx <X <x+h)=pu) —@(u) (2.4)

trong dé

o(u) / T dt (Ham Laplace);
\/_

x—np' r+h—np

u; = DUy =
' \/pq ? \/pq

(2.4) dudc goi 1 cong thiic tich phan Laplace.

® Céc tham s6 dic tring
Néu X € B(n,p) thi ta 6
i) E(X) = np.
ii) Var(X) = npq.
iii) np — ¢ < mod(X) < np + p.

Ching minh. Xét dai lidng ngau nhién X c6 phan phéi nhi thic vdi cdc tham s6 n va
p biu dién phép thii bien ¢6 A xdy ra, mdi phép thil c6 ciing xdc suat xdy ra bien ¢ A
la p.

Ta c6 thé bieu dién X nhd sau:
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38 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

trong A6 X; = 1 néu d phép thg thu 4 bler.l co A xay ra
0 neu ngude lai
ViX;, 1=1,2,...,nlacac dai hidng ngau nhién doc lap c6 phan phéi nhi thic nén
E(X)=PX;=1)=p
Var(X;) = E(X7) —p* =p(l —p) =pg (X7 =X)
Do dé

a

e Vidu 15 Mdt mdy sdn zudt dioe 200 sin phdm trong mét ngdy. Xdc sudt dé mdy
sdn zudt ra phé pham la 0,05. Tim s6 phé phdam trung binh va s6 phé pham cé khd
nang tin chdc cia mdy dé trong mot ngay.

Giai
Goi X 1a s6 phé pham clia médy trong mot ngdy thi X € B(200;0,05).

S6 phé phéfm trung binh cua mdy trong mot ngay 1a
E(X)=np=200x0,05=10

S6 phé pham tin chac trong ngiy la mod(X). Ta ¢
np —q = 200 x 0,05 — 0,95 = 9,05
np +p = 200 x 0,05+ 0,05 = 10,05

— 9,05 < mod(X) < 10,05
Vi X € B(200;0,05) nén mod(X) € Z. Do d6 mod(X) = 10.

3.2 Phan phdi Poisson
® Céng thiic Poisson

Gid st X 1 dai hidng ngau nhién ¢é phan phoi nhi thic vdi tham s6 (n, p) v a = np
trong d6 n kha lon va p kha bé.

Ta c6
PIX=h) = k(=)
n! a a
= m-(ﬁ)k-(l - ﬁ)n_k
nn—1)...(n—k+1) a* (1-2)"
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3. M6t s6 qui luat phan phdi xac suat 39

Do n khé 1dn va p khd bé nén

n(n—l)...(n—k‘i‘l)%l’ ( _g>kz1

nk

a
k!
Vay tu cong thic Bernoulli ta ¢6 cong thiic xap xi

Dodé P(X =k)=~e

k

a
Po= P(X = k) = Clpfq'* = e

Khi d6 ta c6 the thay cong thic Bernoulli bdi cong thiic Poisson

ak

Po=P(X = k)= e (2.5)

O DPinh nghia 14 Pai hiong ngau nhién roi rac X nhan mot trong cdc gid tri 0,1,...,n
v0i cdc xdc sudat tuong ung duoc tinh theo cong thuc (2.5) duoc goi la c¢é phan phoi
Poisson voi tham s6 a. Ki hiéu X € P(a) (hay X ~ P(a)).

® Chi ¥
k
Pk<X <k+h)=P+Pur+...+ Py vei Pk:%e_“.

e Vidu 16 Mdt mdy dét ¢ 1000 éng soi, Xdc sudt dé mot gio mdy hoat dong ¢ 1
ong 504 bi dut la 0,002. Tim zdc sudt dé trong mot gio mdy hoat déng cé khéng qud 2
ong soi bi dut.
Giai
Viée quan sat mot 6ng sOi 6 bi duit hay khéng trong mot gic mdy hoat dong 1a mot
phép thi. Mdy dét c6 1000 6ng séi nén ta c6 n = 1000 phép thi doc lap.

Goi A 1a bién ¢6 ong soi bi duit va X 14 s ong soi bi diit trong mot gid méy hoat
dong thi p = P(A) =0,002 va X € B(1000;0,002).

Vi n = 1000 khd 1dn va np = 2 khong doi nén ta c6 thé xem X € P(a).
Do dé x4c suat dé c¢6 khong qué 2 6ng soi bi diit trong mot gic 1a

Py=P(X =0) =22
P=P(X=1)=2%¢?
Py=P(X=2)=2%2¢7

Dods P(0< X <2)=(1+2+2)e2=5(2,71)"2=0,6808.
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40 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

® Céc tham s6 dic tring
Néu X € P(a) thi E(X) =Var(X)=avia—1<modX < a.

Ching minh. e nhan didc ky vong va phiidng sai ctia dai hidng ngau nhién cé phan
phoi Poisson ta xdc dinh ham moment sinh

W(t) = B(e™)

Ta co

o) k o) t\k
_ th —a@ _ _—a (CL€ ) _ _—a aet _ _a(et-1)
Y(t) = kg_oe el =e kg_o ¢ et =e

V' (t) = aete®e )
¢”(t) — <a€t>26a(et—1) + aetea(et—l)
Do dé

Var(X)=v¢"(0) = [E(X))?=d®+a—d’> =a

® Ung dung
Mot vai dai hidng ngau nhién c¢6 phan phéi Poisson:
i) S6 161 in sai trong mot trang (hodc mot so trang) clia mot cudn sach.
ii) S6 ngudi trong mot cong dong song cho tdi 100 tudi.
iii) S6 cuoe dién thoai goi sai trong mot ngay.
iv) Sé transitor hu trong ngay dau tién su dung.
v) S6 khéch hang vao biu dién trong mot ngay.
vi) SG hat « phét ra ti cat hat phéng xa trong mot chu ky.

3.3 Phan phdi siéu boi
a) Céng thic siéu boi

Xét mot tap hdp gom N phan ti, trong dé ¢c6 M phan tii ¢é tinh chat A nao dé.
Lay ngau nhién (khong hoan lai) ti tap hdp ra n phan ti. Goi X 1a s6 phan ti c¢6 tinh
chat A ¢6 trong n phéan ti lay ra. Ta ¢6

X n—r
_ CHCR

P, =P(X =)
Cy

(r=0,1,...,n) (2.6)
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3. Mot sb qui luat phan ph6i x4c sudt

b) Phan phéi siéu boi

O Pinh nghia 15 Dai liohg ngau nhién roi rac X nhin mot trong cdc gid tri 0,1,...,n
v0i cdc xdc suat tuong ung duoc tinh theo cong thuc (2.6) duoc goi la ¢6 phan phoi siéu

béi voi tham s6 N, M, n. Ki hiéu X € H(N,M,n) (hay X ~ H(N,M,n)).

o Vidu 17 Mt 16 hang cd 10 sdn pham, trong dé c¢6 6 sin pham tét. Lay ngau nhién
(khéng hodn lai) ti 16 hing ra 4 sdn pham. Tim zdc sudt dé ¢6 3 sdn pham tot trong 4

sdn pham duoc ldy ra.

Goi X 12 s6 sén pham tot ¢6 trong 4 sdn pham lay ra thi X la dai hidng ngau nhién

Giai

¢6 phéan phoi siéu boi voi tham s6 N =10, M = 6,n = 4.

Xéc suat dé c6 3 sdn pham t6t trong 4 sdn pham 1ay ra la

® Chi y

Khi n kha bé so vdi N thi Culnm ~
Cy

Goi X 1a s6 phan ti ¢6 tinh chat A ndo d6 trong n phan ti lay ra thi ta cé thé xem

cicl 8
- — — = 0,3809
cho 21

n—x

M

(pzﬁ,qz

X € B(n,p) véi p la ti 1é phan tu c¢6 tinh chat A cla tap hop.

c) Céc tham s6 dic tring

Néu X € H(N, M,n) thi ta c6
E(X)=np (viip=

Var(X) = npq

N —n
N —

N
(véi g =1 —p).

Bang téng két cic phan phai rdi rac

1—p)

Phan phoi | Kihieu |Xdcsuat P(X=%k)| EX) | Var(X) |
Nhi thic |  B(n,p) Crp*(1 —p)»* np npq
oF
Poisson P(a) He’“ a a
k . n—k
. N —
Siéu boi | H(N, M, n) Cir-Ox—ur np (p = %) npq "
cn N-1
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42 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phdi xdc suat

3.4 Phan phéi mi

O Pinh nghia 16 Dai hiong ngau nhién X duoc goi la ¢é phan phéi mi voi tham s6
A > 0 néu né co ham mat do xdc suat

e ™ néu x>0
f(:v)={ S

neu <0

@ Nhéan xét Néu X ¢6 phan phéi mil voi tham s6 A thi ham phan phoi xdc suat cla
X la
F(x)= [de™dt =1—e M véix >0
0
va

F(z) =0 vdiz <0.

® Céc tham s6 dic trung
Néu X 1a dai lidng ngau nhién cé phan phéi mi voi tham s6 A > 0 thi
i) Ky vong cua X 1a

+00

+oo
oo 1
E(X)=2A\ / xe Mdr = [—xe_/\IH + / e Mdr = X
0 0
ii) Phudng sai cua X 1a

+oo

Var(X) = / 2 he M dx — ;2
0
+o00 +00 9
Tich phan ting phan ta didc / w2 he My = [—xzef)‘x} ;roo+2 / \re Mdr = 2
0
) 1
Do d6 Var(X) = ;vh

e Vidu 18 Gza st tudi tho (tinh bang nam) ctia mét mach dién tu trong mdy tinh la
mot dai lu’ong ngau nhién cé phan phéi mi voi kj vong la 6,25. Thoi gian bdo hanh clia
mach dién td nay la 5 ndm.

Hdi ¢6 bao nhiéu phdan tram mach dién tu bdn ra phdi thay thé trong thoi gian bdo
hanh?

GIAI
Goi X 14 tudi tho ciia mach. Thi X ¢6 phan phéi mi
1 1
Tacé) A= —— =
YO ATEX) T 6,25

P(X<B) =F(B)=1—e?M=1—¢ a5 =1—¢0 =1-0,449 = 0,5506
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3. M6t s6 qui luat phan phdi xac suat 43

Vay c¢6 khodng 55% s6 mach dién ti ban ra phai thay thé trong thdi gian bdo hanh.
® Ijng dung trong thic té
Khoang thdi gian gifia hai 1an xuat hién clia mot bién c6 phan phoi mi. Chang han

khodng thdi gian gitia hai ca cip ciu 8 mot bénh vién, gida hai 1an hong héc clia mot
cai mdy, gida hai tran lut hay dong dat la nhing dai lidng ngau nhién c¢6 phan phoi mu.

3.5 Phéan phdéi déu

O Dinh nghia 17 Dai liong ngau nhién lién tuc X duoc goi la cd phan phéi déu trén
doan [a,b] néu ham mat do zdc sudt cd dang

1

flx)=q b—a
0 néu z¢la,b

néu x € [a,b]

@® Nhan xét Néu X c¢6 phan phoi déu trén [a,b] thi ham phan phéi ctia X cho bdi

F(z )—0 néu z < a

/f Ydx = b :g;—a néua<z<b
—a —a

F(z ):1 neux>b.

® Chi y Gié st (o, 8) C [a,b]. Xdc suat dé X r6i vio (o, §) 1a

&,
P(a<X<ﬁ):/f(x)dx:€::
® Céc tham s6 dic trung
b 2 9
i) B(X) = bmiixa:biab 2a :a;b (k¥ vong 1a trung diém cna [a,b]).
F 22dz 9 1 [22]° a+b

) Var(X) = |5~ EX)] :b—al?)] _( 2 )

_ VP 4ab+d®  (a+d)?  (b—a)?

a 3 4 12

iii) modX 1a bat cd diém nao trén [a,b).

e Vidu 19 Lich chay cia ze bugt tai mot tram ze bugyt nhu sau: chiéc ze buyt diu
tién trong ngdy sé khdi hanh ti tram nday vao lic 7 gio, ci sau moi 15 phit sé ¢ mot
ze khdc dén tram. Gid s mot hanh khdch dén tram trong khodng thoi gian td 7 gio dén
7 gio’ 30. Tim zdc sudt dé hanh khdch nay cho
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44 Chiudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

a) It hon 5 phiit.
b) It nhdt 12 phiit.
Giai
Goi X 1a s6 phiit sau 7 gid ma hanh khach dén tram thi X 13 dai hidng ngau nhién
c6 phan phoi déu trong khodng (0, 30).
a) Hanh khach sé chd it hon 5 phit néu dén tram gida 7 gid 10 va 7 gié 15 hodc
gitda 7 gid 25 va 7 gid 30. Do d6 xdc suat can tim 1a
5 5 1
PI0< X <15)+P(25 < X <30) = — + — = -
( )+ 2 ) =303 "3

b) Hanh khach chg it nhat 12 phit néu dén tram gida 7gid va 7 gid 3 phit hodc
gida 7 gid 15 phit va 7 gié 18 phit. Xéc suat can tim 13

3 3 1
PO<X <3)+PI5<X<18) =+ —-=—
( )+ P ) 30 + 30 5
3.6 Phan phéi chuan (Karl Gauss)
a) Phan phdi chuan
O Pinh nghia 18
Pai liong ngau nhién lién
tuc X mnhan gia tri trong
khodng (—oo, +00) duoc goi la f(x)
c6 phan phéi chudn néu ham .
mat do zdc sudt cd dang oV2r /o
1 (2=
fla) = —=e ot
oV 2T
L N
N z oV 2me
trong do p,o la hang so, -
o>0, —oo <z <o0. ~ ~ ~
ou—o u w+o

Ki hiéu X € N(u,0?) hay (X ~ N(u,0?)).

b) Céc tham s6 dic tring
Néu X € N(u,0?) thi B(X) = u va Var(X) = o2

Ching minh.  Xét ham moment sinh

o(t) = B(eX) = — 70 e
g (& = e N 20 i
oV 2T

bat y ="+ thi
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3. M6t s6 qui luat phan phdi xac suat 45

1 t N t T et e y2—2toy
t) = et /exe’Td = /e’ 2 d
(1) v ) Y vax | y
6Ht —+o0 —+oo

_(y=te)? | 1202 o242 1 _(y=to)?
= e 2 2 dy = eMtHE o / e 2 dy
V2 / V2

1 (y—ta)? o R - 3 . v R
Vi fly) = \/%e_ = la ham mat do cua phan phoi chuan vdi tham so to va 1

024142

Do d6 ¢(t) = i+

Lay cdc dao ham ta didc

2

!/ 2 "
¢'(t) = (u+to?)et™ 5 ¢ (1) = 0%t T (1 + to?)

Khi d6
BE(X)=¢(0)=u
E(X?)=¢'(0)=0*+p> = Var(X)=E(X?) - [EX)]?=o0? O

¢) Phan phdi chuin héa

O Pinh nghia 19 Dai liohg ngau nhién X duoc goi la c¢d phan phéi chudn héa néu né
¢6 phén phdi chudn voi =0 vi 02 = 1. Ki hiéu X € N(0,1) hay X ~ N(0,1).

, X —
® Nhan xét  Néu X € N(u,0?) thi U = = ¢ N(0,1).
g

d) Phan vi chuan

Phan vi chuan mic a, ki hieu u,,
13 gi4 tri ctia dai hidng ngau nhiéen U
¢6 phan phoi chuan héa thda man dieu
kien
P(U < u,) =a.

) Vi a cho tride 6 thé tinh dudc cdc gid tri clia u,. Céc gid tri cla u, dude tinh
san thanh bang.
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46 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

e) Cong thiic
Néu X € N(u,0?) thi ta cé

) Plar < X < g) = (22— — (LA

i) P(IX — ul < &) = 26(0)

trong d6 ¢(x t (ham Laplace).

\/_/ =

e Vidu 20 Trong liong cua mot loai san phcfm la dai hiong ngau nhién cé phan phéi
chudn vdi trong luong trung binh p = dkg va do léch tiéu chudn o = 0,1. Tinh ti lé
nhiing sdn phdjm co trong hiong tu 4,9 kg dén 5,2 ky.
Giai
Goi X la trong higng clia sin pham thi X € N(5;0,1).
Ti 1¢ sén pham c6 trong hidng ti 4,9 kg dén 5,2 kg 1a

P(4,9<X <5,2) = o337 —w(*]
= () p(-1)
= 00,4772 — (=0
— 10,8185

)

,3413)

f) Qui tac "k—o”

Trong cong thic P(|X — pu| <€) = 2¢(£) néu lay € = ko thi P(|X — p| < ¢) =
20(k).

Trong thic té ta thidng ding qui tac 1,960, 2,580 va 30 voi noi dung la:
"Néu X € N(u,0?) thi xdc suat dé X nhan gid tri sai léch so vdi k¥ vong khéng qué
1,960; 2,580 va 30 1a 95 %, 99% va 99% 7.
g) Ung dung
Céc dai higng ngau nhién sau c¢6 phan phoi chuén:
- Kich thudc chi tiét mdy do mdy san sut ra.
- Trong lidng clia nhéu san pham ciing loai.

- Néng suat cta mot loai cy trong trén nhing thia ruong khéc nhau.

3.7 Phan phdi \?

O Pinh nghia 20 Gid su X; (i=1,2,...,n) la cdc dai hiong ngau nhién déc lap cing
¢6 phan phdi chudn héa.
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3. M6t s6 qui luat phan phdi xac suat 47

Pai liong ngau nhién x* = ZXE didc goi la cé phin phoi x* (khi—binh phuiong)
i=1
voi n bic tu do. Ki hiéu x? € x2(n) (hay x> ~ x2(n)).

@ Nhan xét

Ham mat do xdc suat clia x?

c6 dang
e~z ! g 0
T vol x >
fule) =4 22D1(3)
0 voi <0
+oo
trong dé ['(z) = [ t*te7tdt
0
(Ham Gamma) Ham mat d6 xac suit cda x? voi n béac

tu do
® Céc tham s6 dic trung
Néu x2 € x%(n) thi E(x?) =n va Var(x?) = 2n.
©® Phan vi y?

Phan vi x? muc a, ki hiéu x2, 1a gia tri cha dai hidng x2 c¢6 phan phéi “khi—binh
phidng” voi n bac tu do théa man

P(x* <x3)=a
Céc gid tri cia 2 didc tinh san thanh bang.

® Cha y Khi béac n tang lén thi phan phéi x? xap xi vdi phan phoi chuén.

3.8 Phan phoéi Student (G.S Gosset)

O Pinh nghia 21 Gid si U la dai hiong ngéu nhién ¢ phan phéi chudn héa va V la
dai hiong ngau nhién déc lap voi U cd phan phoi x? voi n bac tu do. Khi dé dai liong
ngau nhién

Y Vn
vV

didc goi la cé phan phéi Student voi n bic tu do. Ki hi¢u T € T(n) (hay T ~ T(n)).

@ Nhan xét Ham mat do clia dai lidng ngau nhién cé phan phéi Student vdi n béc tu
do ¢6 dang

fult) = F(%ﬂ)(l i %VT; (—o00 <t < +400)

“+oo
trong d6 ['(z) = [ t* 'e"'dt (Him Gamma)
0
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48 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

® Céc tham s6 dic tring

Néu T € T(n) thi E(T) =0 va Var(T) =
e Phan vi Student

n—2

Phéan vi Student muc «, ki hiéu t, 1a gid tri cla dai lidng ngau nhién T € T(n)
thoa man P(T < t,) =«

Ta cod t, = —ti_q.

® Chi y

Phan phoi Student ¢6 cung dang va tinh 6101 xting nhi phan ph01 chuin nhiing né
phdn 4nh tinh bién doi clia phan phoi sau sac hon. Céc blen cb vé gia va thdi glan
thidng gidi han mot cach nghiém ngat kich thuide ctia mau. Chinh vi thé phan phoi
chuén khong thé dimg dé xap xi phan phéi khi mau ¢6 kich thide nhd. Trong tridng
hdp nay ta dung phan phéi Student.

Khi bac ti do n tang 1én (n > 30) thi phan phéi Student tién nhanh vé phan phoi
chuan. Do d6 khi n > 30 ta c6 thé ding phéan phoi chuan thay cho phan phéi Student.

3.9 Phan phéi F (Fisher—Snedecor)

O Pinh nghia 22 Néu x2 vd X2, ld hai dai liong ngau nhién ¢d phan phéi "khi binh
phuong” vot n va m bac tu do thi dar luong ngau nhién F, ,, zdc dinh boi

Xp /1

an:
T xR/m

duoc goi la co phan phdi F voin va m béc tu do.

@ Nhan xét Ham mat do cua phan phéi F ¢6 dang

0 <0
plz) =4 LCH pyn g8
il 3 2> 0
e Céc tham sé dic tring
E(F,m) = T dim > 2
2(2 2n —4 .
Var(Fym,) = m(2m +2n — 4) voi m > 4

n(m —2)%(m — 4)

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt
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49

3.10 Phéan phéi Gamma

O Pinh nghia 23  Pai liong ngau nhién X duoc goi la c¢d phdn phéi Gamma voi cdc

tham s6 (o, ), ki hiéu X € v(a, \), néu ham mat dé zdc sudt c¢é dang
)\efz\z<)\x)o¢71

(@) ;
0 ;

fla) = r=t

z <0

trong dé T'(a) = ofo)\e”\‘”()\x)a’ldx = ofoe’yya’ldy (y = Ax).
0 0

® Céc tham s6 dac tring

a

Néu X € v(a, \) thi E(X) = % v Var(X) = 4.

¢ Tinh chat Néu X € v(a,\) va Y € y(6,\) thi X +Y € y(a + 6, )).

Bang téng két cic phan phai lién tuc

Phan phoi Ki hiéu Ham mat do f(z) | EX) [Var(X) |
1 1
Mu )\6_)@ (l’ > 0) X p
R 1 a+b (b—a)?
<z<
beu b_a(a_as_b) 5 D
2 1 (z —p)?
2 _ 2
Chuan N(o?, 1) U\/%ea:p { 572 i o
e 2.2
Khi binh phidng | x*(n) —— (>0,n>0 n 2n
e+ 5% n
tudent T 2 Z 1
Studen (n) NON: (n>0)]0 (n>1) —
e A (\r)ot a a
Gamma v(a, N) T(a) X e

4. DAI LUONG NGAU NHIEN HAI CHIEU

4.1 Khai niém vé dai lidng ngiu nhién hai chiéu

Pai lidng ngau nhién hai chiéu 13 dai lidng ngau nhién ma céc gid tri c6 thé clia né

dude xdc dinh bang hai s6. Ki hiéu (X,Y).

(X,Y diudc goi 1 cdc thanh phan clia dai hidng ngau nhién hai chiéu)

Pai hidng ngau nhién hai chiéu dude goi 1a rdi rac (lién tuc) néu cac thanh phan ca

né 1a cac dai higng ngau nhién rdi rac (lién tuc).
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50 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

4.2 Phéan phai x4c suat clia dai lidng ngau nhién hai chiéu

a) Bang phan phdi xac suit

X[ ow oy [ oy [ ] ym |
) P(xi,y1) | P(zo,y2) | .- | Plz1,y;) | oo | Plx1,Ym)
T P(xo,y1) | P(z2,y2) | ... | Plz2,y;) | ... | Plxa, Ym)
o Py | Pany) [ Paoy) ... | Pl
t0 | Pl ) | Plense) | o | Planys) | | Plansym)

trong dé

z; (i = T,n) 1a céc gid tri ¢6 thé cla thanh phan X

y; (j = T,m) la cdc gid tri c6 thé clia thanh phan Y
)

Pz, y;) =P((X)Y) = (2;,y;)) =P(X =2,V =y;), i=1Lnj=1m
Zzp@z,%)—l
i=1j—=1

b) Ham mat do x4c suat

O Pinh nghia 24 Ham khéng am, lién tuc f(z,y) duoc goi la ham mat dé zdc sudt
ctia dai liong ngdu nhién hai chiéu (X,Y) néu né thoa mdn

P(X € A)Y € B) = [dx [ f(z,y)dy
A B
voi A, B la cdc tip s6 thalc.

c) Ham phan phdi xac suit

O Pinh nghia 25 Ham phan phéi zdc sudt cla dai hiong ngau nhién hai chiéu (X,Y),
ki hiéu F(x,y), la ham dudc zdc dinh nhu sau

F(z,y)=P(X <z,Y <vy)
® Nhan xét

Tac6 F(r,y)=P(X <z,Y<y) = f < }f(x,y)dy) dx nén

O?F(x,y)

4.3 Ky vong va phudng sai clia cdc thanh phan

i) Truong hop (X,Y) roi rac
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5. Phan phdi xs clia ham céc dlnn 51

400 +o0 400 +o0

EX) = [ [ af@ydedy, BEQ)= [ [ uf(y)dedy.
Var(X) = 7070x2f(x,y)dxdy — [B(X)]?, Var(Y) = +/C>O+/Oog/2f(x,y)daz:aly —

5. PHAN PHOI XAC SUAT CUA HAM CAC DAI LUQONG
NGAU NHIEN

5.1 Ham ca mot dai lidng ngau nhién

O DPinh nghia 26 Néu moi gid tri ¢d thé clia dai hiong ngau nhién X tuong wng voi
mot gid tri co thé ctia dai hiong ngdu nhién Y thi Y duoc goi la ham cia dai hiong ngau
nhién X. Ki hiéu Y = p(X).
¢ Tinh chat

i) Néu X 1a dai lidng ngau nhién réi rac va Y = ¢(X) thi ting vdi cdc gid tri khac
nhau cia X ta cé cdc gid tri khdc nhau cia Y va ¢

PY = o(2:) = P(X = 1)

ii) Giad si X la dai hidng ngau nhién lién tuc c¢6 ham mat dé xdc suat f(x) va
Y = p(X).

Néu y = (z) 1a ham kha vi, don diéu, ¢6 ham ngide 1a 2 = (y) thi hAm mat do
xac suat g(y) clia dai hidng ngau nhién Y didc xac dinh bdi

9(y) = f(W() ¥ (y)

o Vidu 21 Gid su X la dai lidng ngau nhién r0i rac ¢d bdang phan phéi zdc sudt

X[ 1] 3] 4
Pl0305]02

Tim qui ludt phin phéi zdc sudt cia Y = X2.
GIA1

Céc gid tri Y c6 the nhan 14 y; = 12 = 1; yp = 32 = 9; y3 = 42 = 16. Vay phan
phoi xéc suat ciia Y ¢6 thé cho bdi
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52 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

Y| 1 9 | 16
P103)05]0,2

e Cac tham so

i) Néu X 1a dai lidng ngau nhién 16i rac nhan mot trong céc gia tri 1, s, ..., 7,
vOi cac xac suat tudng ung py, pa, ..., p, thi

Var(Y) =Varlp(X)] =>_ ¢ (z:)pi — [E(Y)]

i=1
ii) Néu X 1 dai lidng ngau nhién lién tuc ¢ ham mat d6 xéc suat f(z) thi
+00

E(Y) = Elp(X)] = | o()f(z)de

—00

Var(Y) = Varle(X)] = [ (@) f(a)do — [B(Y)]

5.2 Ham ctia dai hidng ngau nhién hai chiéu

O Pinh nghia 27 Néu moi cdp gid tri ¢é thé cdc dai lWong X va Y tuong wng voi mot
gid tri ¢ thé cia Z thi Z dudc goi la ham cia hai dai hiong ngdu nhién X, Y. Ki hiéu
Z = o(X,Y).

® Chi y Viéc xéc dinh phan phoi xdc suat clia Z = ¢(X,Y) thudng rat phic tap. Ta
xét triong hop don gidn Z = X + Y thong qua vi du diici day.

o Vidu 22 Gid su X va Y la hai dai hiong ngau nhién doc ldp cé bdng phan phéi zdc
sudt

X | 1 2 YI 3| 4
P03 07 P102)|08

Tim phdn phdi zdc suit cia Z = X +Y .
GIA1
Céc gid tri c6 the ctia Z 1 tong cla mot gid tri ciia X va mot gid tri ¢6 the cha Y.
Do d6 Z nhén céc gid tri c6 the
271=14+3=4;20=144=5,23=2+3=5;24=24+4=6
Céc x4c suat tudng ung 1a
P(Z=4)=P(X =1).P(Y =3) =0,3x 0,2 = 0,06
P(Z=5)=P(X=1Y =4)+ P(X =2,Y = 3)
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6. Luat s6 Ion 53

— P(X =1).P(Y =4) + P(X = 2).P(Y = 3)
—0,3%0,840,7x0,2=0,33
P(Z=6)=P(X =2).P(Y =4) =0.7% 0,8 = 0,56

Vay 7 c¢6 phan phoi x4c suat

71 4 5 1 6
P [ 0,006 | 0,38 | 0,56

6. LUAT SO LON

6.1 Bat daoing thiic Markov
A Pinh 1y 1 Néu X 1o dai lhiong ngau nhién nhan gid tri khong am thi Ve > 0 ta co

EX)

P(X >a)<
a

Ching minh. Ta chiing minh trong tridng hép X 1a dai lidng ngau nhién lién tuc cé
ham mat do f(x).

E(X) = 70xf(x)dx = /axf(x)dx—i— 70xf(m)dx
00 +0c0 +00
> /xf(x)dxz /af(a:)dx:a/ =aP(X > a).

6.2 Bat déng thiic Tchebyshev

A Binh 1y 2 Néu X la dai liong ngau nhién cé ki vong p va phuiong sai o® hiu han
thi Ve > 0 bé tuy ¢ ta co

Var(X
P(X ] 2 2) < V)
hay
Var(X
P(X —pul<e)>1- a;( )
Chidng minh.

Ta thay (X — p)? 1a dai hidng ngau nhién nhan gié tri khong am.
Ap dung bat dé’mg thiic Tchebyshev vdi a = €2 ta dudc

E|(X - p?) _ Var(X)

P[(X - :u)2 > 52] < £2 c2
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54 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

Vi (X — p)? > &% khi va chi khi | X — p| > ¢ nén

Var(X)

PUX —pl 2 ) = =5

a

® Cha y Bat dz&mg thiic Markov va Tchebuchev gitip ta phidng tién thay didc gioi
han ctia xdc suat khi ky vong va phidng sai ctia phan phoi xdc suat chua biét.

e Vidu 23 Gid su s6 sdn phim dioc sin zudt cia mét nha mdy trong mét tudn la
mét dai hiong ngau nhién voi kj vong u = 50.
a) C6 thé ndi gi vé vdc sudt sin pham cia tudn nay viot qud 75.

b) Néu phiiong sai ctia sdn pham trong tuan nay la o2 = 25 thi ¢ thé néi gi vé zdc
sudt sdn phdm tudn nay sé J giva 40 va 60.

Giai
a) Theo bat dang thic Markov

E(X) 50 2

(X>75) 2 75 73
b) Theo bat dang thic Tchebyshey
PX —50[ > 10) < L = 25 _ 1
- 7T 102 100 4
Do dé L s
P(40 < X < 60) = P(IX =50] < 10) > 1— - ==

6.3 Dinh ly Tchebyshev

A Dinh ly 3 (Pinh 1§ Tchebyshev) Néu cdc dai hiong ngau nhién Xy, Xo, ..., X,, déc
lap ting doi, cd ky vong hiiu han va cdc phuong sai déu bi chan trén boi sé6 C thi Ve > 0
bétuy 4 ta co

< s)) =1

1 n
Dic biét, khi E(X;)=a; (i=1,n) thi lim(|-> X;—a|<e)=1
B

nee ni= nis

Ching minh. Ta chiing minh trong tridng hdp dic biét E(X;) = p, Var(X;) = o? (i =
1,2...,n). Tacé

E(

S|

ZXl) = U, VCL?"(
=1
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7. Bai tap 55

Theo bat da“’mg thiic Tchebyshev

(i

2

1)

ne?

oY nghia

Mic dit ting dai hidng ngau nhién doc lap c6 the nhan gid tri sai khdc nhiéu so vdi
ky vong cia chiing, nhing trung binh s6 hoc clia mot s6 lon dai hidng ngau nhién lai
nhan gis tri gan bang trung binh s6 hoc clia cdc k¥ vong cia chiing. Diéu nay cho phép
ta dui doan gia tri trung binh s6 hoc cla céc dai lidng ngau nhién.

6.4 Dinh ly Bernoulli

A Pinh 1y 4 (Pinh ly Bernoulli) Néu f, la tin sudt zudt hién bién cé A trong n
phép thu déc lip va p la zdc sudt zudt hién bién c¢é A trong moi phép thu thi Ye > 0 bé
tuy y ta co

lim P(|f, —pl<e)=1

oY nghia

Tan suat xuat hién bién ¢6 trong n phép thi doc lap dan vé xdc suat xuat hién bién
o trong moi phép thu khi s6 phép thi tang lén vo han.

7. BAI TAP

1. Mot nhém ¢6 10 ngudi gom 6 nam va 4 nd. Chon ngau nhién ra 3 ngudi.
Goi X la s6 nd & trong nhém. Lap bang phan phoi xac suat clia X va tinh
E(X),Var(X),mod(X).

2. Gieo dong thdi hai con xtc sac can doi dong chat. Goi X 1a téng s6 not xuat hién
trén hai mat con xtic sac. 1ap bang qui luat phan phoi xdc suat cua X. Tinh E(X)
va Var(X).

3. Trong mot cai hop ¢6 5 béng den trong d6 6 2 béng tot va 3 bc’)ng héng. Chon
ngau nhién tung bong dem thu (thti xong khong tra lal) cho dén khi thu didc 2
boéng tot Goi X 1 s6 1an thi can thiét. Tim phéan phoi xdc suat ctia X. Trung
binh can thu bao nhiéu 1an?

4. Mot dot X0 80 phat hanh N vé. Trong dé c6 m; vé tring k; dong mot vé (i =

e ey ISR B PN N N N P
1,2,...,n). Hoi gid clia moi vé so 1a bao nhiéu dé cho trung binh cia tién thicng
K. , N A~ . NUSEPN N /
cho moi vé bang mot nuda gia tién ciia mot vé?
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Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan ph6i x4c suat

D.

10.

11.

12.

Tuobi tho clia mot loai con tring nao dé 1a mot dai hidng ngau nhién lién tuc X
(don vi la thang) ¢6 ham mat do

kx?(4—z) néu0<z<4
floy={ Frt—m) men0< s
0 neu ngudce lai

a) Tim hang so k.
b) Tim mod(X).
¢) Tinh xdc suat dé con tring chét tride khi né didc 1 thang tuoi.

Cho dai higng ngau nhién lién tuc X c¢6 ham mat do

kxle 2 >0

f(:”):{ 0 <0

a) Tim hang s6 k.
b) Tim ham phan phéi clia X.
¢) Tim mod(X).
d) Tim E(X) va Var(X).

Mot xi nghiép sén xuat may tinh c6 xéc suat lam ra phé pham 14 0,02. Chon ngau
nhién 250 may tinh de kiém tra. Tim xdc suat de:

a) C6 dtng 2 phé pham.
b) C6 khong qua 2 phé pham.

(Bai toan Samuel—Pepys) Pepys da dua ra bai todn sau cho Newton: Bién cé
nao trong cdc bién co sau day cé xdc suat lon nhat?

a) C6 it nhat mot 1an xuat hién mat 6 khi tung mot con xic xac 6 lan.
b) C6 it nhat 2 lan xuat hién mat 6 khi tung con xiic xac 12 lan.
c¢) C6 it nhat 3 1an xuat hién mat 6 khi tung con xiic xac 18 lan.

. Xéc suét mot ngudi bi phan tng tu viée tiém huyét thanh 13 0,001. Tim xdc suat

sao cho trong 2000 ngudi ¢6 ddng 3 ngudi, ¢6 nhiéu hon 2 ngudi bi phan ing.

Mot 16 hang ¢6 500 sin pham (trong dé c6 400 sén pham loai A). Lay ngau nhién
t1i 16 hang d6 ra 200 sdn pham dé kiém tra. Goi X 1a s6 san pham loai A c6 trong
200 san pham lay ra kiém tra. Tim ky vong va phidng sai cia X.

Mot trung tAm biuu dién nhan diudc trung binh 300 lan goi dién thoai trong mot
gid. Tim x4c suat ae trung tam nay nhan didc ding 2 lan goi trong 1 phiit.

Trong hidng ctia mot con bo 1a mot dai lidng ngau nhién cé phan phoi chuan vdi
gi4 tri trung binh 250kg va d6 lach tiéu chuan la 40kg. Tim xéc suat dé mot con
bo chon ngau nhién cé trong hidng:

a) Nang hon 300kg.
b) Nhe hon 175kg.
c¢) Nam trong khodng tui 260kg dén 270kg.
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7. Bai tap 57

13.

14.

15.

16.

Chiéu cao ctia 300 sinh vién 1a mot dai hidng ngau nhién cé phan phéi chuén vdi
trung binh 172c¢m va do lech tieu chuan 8cm. C6 bao nhiéu sinh vién c6 chiéu cao:

a) 1on hon 184cm,

b) nhé hén hodc bang 160cm,
¢) gida 164cm va 180cm,

d) bang 172cm.

Cho hai dai hidng ngau nhién doc 1lap X,Y cé bang phan phoi xéc suat nhi sau:

X[ 1 2 3
P02 03 05

Y
P

2 4
04 06

Tim phan phoi x4c suat cia Z = X + Y.

Cho dai higng ngau nhién r6i rac X c6 bang phan phdi xéc suat nhi sau:

3 5
0,2 05 0,3

X1
P

Tim ky vong va phidng sai clia dai hidng ngau nhién Y = ¢o(X) = X2 + 1.

Gieo mot con xic xac can doi n lan. Goi X la so6 lan xuat hién mat luc. Chung
minh rang

31
>

n n
P(= — X < — o
(6 Vn < <6+\/ﬁ) %

® TRA LOI BAI TAP

O S LA N U E(X) = 1,2, Var(X) = 0,56, mod(X) = 1.
Pl |30 l3lm
X[2 3] 4]5]6]7]8]9]10]11]12
2 BPTIZTE (Ao S [A 3 TZL
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
E(X) =1, Var(X) = 5,833.
3. P(X=2)=21=1%.
PX=3)=%214231=2
P(X=4)=3221,3221 2321_3
PX=5=1-(2+4+5)=2.
Trung binh can E(X) = 4 lan thu

4.

5.

9 N

b) mod(X)

wloo

4
a) V1 [2?(4 —x)de = § suyra k = 2,
y
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58 Chudng 2. Pai lidng ngau nhién va phan phéi xdc suat

1
) P(X <1)= %Ofﬁ(ll—x)dx: 2=

1—e 2222422+ 1) néu z>0

6. a) k=4, b)F(fL’):{ 0 néu z <0

c) mod(X) =1, d) E(X) =2, Var(X) = 3.

7. X € B(250,2%) a) P(X =2) =0,0842, b) P(x <2)=0,1247.
8. a) P =0,665, b) P=0,619, c¢) P =0,597.

9. P(X =z) = “2= vdi a = np = (2000).(0,001) = 2.

P(X =3)=0,18, P(X >2)=0,323.

10. E(X) = 160, Var(X) = 19, 238. 11. P =0,09.
12. a) P(X > 300) = 1 — ¢(1,25) == 0, 1056,
b) P(X,175) == ¢(—1,875) = 0, 0303,

¢) P(260 < X < 270) = ¢(0,5) — ¢(0, 25) = 0, 0928
13. a) 18, b) 22, ¢) 213, d) 14.

Z] 3 4 5 6 7
P 008 0,12 032 0,18 0,3

14.

15. E(Y) =13,2, Var(Y) = 79, 36.

16. X c6 phan phéi nhi thic vdi P = & nén E(X) = 2. Ap dung bat dang thic

Tchebyshev ta didc bat déng thic can ching minh.
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