Chiidng 6

LY THUYET TUONG QUAN VA HAM HOI QUI

1. MOI QUAN HE GIUA HAI DAI LUONCG NCAU NHIEN

Khi khdo sit hai dai hidng ngau nhién X, Y ta thay gida ching c6 thé 6 mot s
quan hé sau:

i) X va Y doc lap voi nhau, tic 1 viée nhan gid tri cta dai lidng ngau nhién nay
khong dnh hiidng dén viéc nhan gia tri clia dai hidng ngau nhién kia.

ii) X va Y ¢6 moi phu thugc ham s6 Y = o(X).
iii) X va Y ¢6 sd phu thudc tudng quan va phu thuoc khong tudng quan.

2. HE SO TUGNG QUAN

2.1 Moment tidng quan (Covarian)

O Pinh nghia 1
* Moment tuong quan (hiép phuong sai) cia hai dai hiong ngau nhién X va Y, ki
hiéu cov(X,Y) hay pxy, ta so6 duoc xdc dinh nhu sau
cov(X,Y) = E{[X — E(X)][Y — E(Y)]}

* Néu cov(X,Y) = 0 thi ta ndi hai dai hiong ngau nhién X va Y khong tuong quan.

® Chi y

cov(X,Y) = E(XY) — E(X).E(Y)

That vay, ta co

cov(XY) = E{XY — XE(Y)—YE(X)+E(X).E(Y)
= EXY)-EX).E(Y)-
= E(XY) - E(X).E(Y)
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100 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

@ Nhan xét 1
* Néu (X,Y) rdi rac thi

cov(X,Y) =Y >z P(xi,y;) — E(X)E(Y)

i=17j=1
* Néu (X,Y) lién tuc thi
“+o00 400
cov(X,Y) / /xyf x,y)dzxdy — E(X)E(Y)

@ Nhan xét
i) Néu X va Y 14 hai dai lidng ngau nhién doc lap thi ching khong tidng quan.
ii) Cov(X,X)=Var(X).

2.2 Heé sé tudng quan

O DPinh nghia 2 Hé s6 tuong quan cia hai dai hiong ngau nhién X va Y, ki hiéu rxy,
la s6 duoc zdc dinh nhu sau

e cov(X,Y)
T8 Sy

voi Sy, Sy la do léch tiéu chudn cia X,Y.
e Y nghia ctia hé s6 tidng quan

Hé s6 tidng quan do miic do phu thudce tuyén tinh gida X va Y. Khi |ryy| cang
gan 1 thi méi quan hé tuyén tinh cang chat, khi |rxy| cang gan 0 thi quan hé tuyén
tinh cang "long 1éo”.

2.3 Udc lidng hé sb tidng quan

Lap mau ngau nhien Wy = [(X1,Y7), (X2, Ys) ... (X,, Vo)l

BEXY) - BX).B(Y) ta diing thong ké

e 1ide lidng he s6 tudng quan ryy =

Sx.Sy
XY -XY
-~ Sx.Sy
trong do
X =— XZ7 Y =— Y;J Y =— Xz}/;
2 1 & 2 2 _ 1 ¢ 7\ 2
k= 3(G-XP, St=-)(%-Y)
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2. Heé s6 tudng quan 101

Vdi méau cu thé, ta tinh dude gid tri cia R 1a

Ty — 2.y
rxy =
3-8y
trong dé
R I S S B
T=—> T = — iy = —2_Til¥i
n:3 Y ni:ly Y ni4 Y
2_ln 2 /2 2_ln 2 /2
so=—> . —(T)°  si==> yi— (@)
n;3 n;3
Ta co

e nyay — (L)(Ty)
Y a?) = (Z2)%/n(Sy?) - (Sy)?

2.4 Tinh chat ctia hé s6 tidng quan

oty dide ding dé dénh gis muic do chat ché cia su
555y
phu thudc tidng quan tuyén tinh gida hai dai lidng ngau nhién X va Y, né c6 céc tinh

chéat sau day:

Hé s6 tudng quan r =

i) |r| < 1.
ii) Néu |r| = 1 thi X va Y ¢6 quan hé tuyén tinh.

iii) Nér |r| cang lon thi su phu thuoc tidng quan tuyén tinh gida X va Y cang chat

che.
iv) Néu |r| = 0 thi gita X va Y khéng ¢6 phu thudc tuyén tinh tidng quan.

v) Néu r > 0 thi X va Y ¢6 tiidng quan thuan (X tang thi Y tang). Néu r < 0 thi
X va'Y ¢6 tudng quan nghich (X gidm thi Y giam).

e Vidu 1 Tu s6 liéu dudc cho bdi bdng sau, hdy zdc dinh hé s6 tuong quan cia Y v
X

X|1 58 4 6 8 9 11 14
Y1 2 4 4 5 7 8 9

Giai
Ta lap bang sau
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102 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

1 1 1 1 1
3 2 9 6 4
4 4 16 16 16
6 4 36 24 16
8 ) 64 40 25
9 7 81 63 49
11 8 121 88 64
14 9 196 126 81

[ Xx=56]>Xy=40|Ya? =524 [ Yay =364 | > y* =250 |

Heé s6 tidng quan cia X va Y 1a

nyay— (Xz)(XZy)

Yr(Za?) - ()% /n(Sy?) — (Zy)?
B 8.364 — (56).(40) 672

/8524 — (56).,/8.256 — (10)2 687,81

rxy =

= 0,977

2.5 TY s6 tudng quan

P dénh gis muic do chat ché clia si phu thudce tidng quan phi tuyén, ngudi ta ding
ty sO tuong quan:

_ 57
My/x = 3

trong dé

sy = \/iZm-(ym—y)Q; syZ\/lij~<yj—y>2

n
Ty s6 tidng quan c6 céc tinh chat sau:
i) 0<nyx <1
ii) ny;x = 0 khi va chi khi ¥ va X khong ¢6 phu thudc tudng quan.
iii) 7y,x = 1 khi va chi khi Y va4 X phu thudc ham s6.
iv) nyyx = [rl.

Néu ny;x = |r| thi sd phu thudc tidng quan cta Y va X c¢6 dang tuyén tinh.

2.6 Heé so6 xac dinh mau

Trong thong ké, dé danh gid chat lidng clia mé hinh tuyén tinh ngidt ta con xét
hé 56 zdc dinh mau 3 = r? voi r 14 hé so tidng quan. Ta c6 0 < 5 < 1.
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3. Hoi qui 103

3. HOI QUI
3.1 Ky vong cé diéu kién

i) Pai higng ngau nhién rdi rac

* Ky vong cé diéu kién clia dai higng ngau nhién rdi rac Y voi diéu kién X = z 1a
E(Y/x) Z yiP(X =z,Y =y;)

* Thidng tu, ky vong c6 diéu kién clia dai lidng ngau nhién r6i rac X voi diéu kién
Y =yla

E(X/y) = sz X =u2,Y =y)
i) Pai hidng ngau nhién lién tuc

B(Y/a) zzoyf(y/m)dy

E(X/y) = fvf (z/y)dx

trong do
fly/z) = f(z,y) vdi x khong doi
f(x/y) = f(x,y) vdi y khong doi

3.2 Ham héi qui

* Ham hoi qui ctia Y doi voi X 1a f(z) = BE(Y/x).

* Ham hoi qui ctia X d6i vdi Y 1a f(y) = B(X/y).

Trong thuic t¢ ta thuidng gap hai dai lidng ngau nhién X, Y c6 moi lién hé vdi nhau,
trong d6 viée khdo sat X thi dé con khdo sat Y thi khé hon tham chi khong thé khao
sat dide. Ngidi ta muén tim méi lién hé ¢(X) nao dé gida X va Y dé biét X ta cé thé
du doan dudc Y.

Gia st biét X, néu du doan Y bang ¢(X) thi sai s6 pham phéi 1a E[Y — o(X)]2.
Van dé dude dit ra 1a tim ¢(X) nhi thé ndo dé E[Y — ¢(X)]? 1a nhd nhat.

Ta sé chiing minh khi chon p(X) = E(Y/X) (véi ¢(x) = E(Y/z)) thi E[Y —¢(X)]?
sé nho nhat.

That vay, ta ¢

E[Y = o(X)]? E{([Y—E(Y/X);HE(Y/X) PN}
E{Y — E(Y/X)]"} + E{[E(Y/X) — p(X)]}
H2E{[Y — E(Y/X)[E(Y/X) — »(X)]}
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104 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

Ta thdy E(Y/X) chi phu thuoc vao X nén c6 thé dit T(X) = E(Y/X) — ¢(X).
Vi EE(Y/X)T(X)] = E[YT(X)] nén

2E[Y — E(Y/X)|[E(Y/X) — o(X)] = 2E{[Y — E(Y/X)|]T(X)}

— 2B[YT(X)] — 2E[E(Y/X)T(X)] = 0

Do dé

E{[Y — (X))} = E{[Y — E(Y/X)"} + E{E(Y/X) — ¢(X)]?

nhé nhét khi
E{(Y/X) = e(X)P* =0

o) N
Ta chi can chon

p(X) =E(Y/X) (6.1)
Phidng trinh (6.1) didc goi 1a phuong trinh tuong quan hay phwong trinh héi qui.

3.3 XAc dinh ham héi qui
a) Trudng hdp it sd liéu (twong quan cip)

Gid su gida hai dai hidng ngau nhién X va Y ¢6 tidng quan tuyén tinh, tic 13
E(Y/X)=AX + B.

Dia vao n cap gié tri (1, 22), (x2,y2), ..., (Tn, ys) cua (X,Y) ta tim ham
To=y=ax+b ()
dé vdc hidng ham Y = AX + B.
(*) didc goi 1a héi qui tuyén tinh mdu.
Vi cdc cap gid tri trén 1a tri xap xi clia z va y nén thoa (*) mot cach xap xi.
Do d6 y; = ax; + b+ ¢; hay ¢; = y; — ax; — .
Ta tim a, b sao cho cic sai s6 &; (i = 1,7n) ¢6 tri tuyét déi nhd nhat hay ham
S(a,b) => (yi — ax; — b)?
i=1
dat cic tieu. Phuiong phap tim nay dudc goi la phuong phdp binh phuong bé nhat.

Ta thay S sé dat gid tri nho nhat tai diém ding théa man

0= ?95 = —2;xi(yi—a:z:i—b)
08 n

— 22 _ 9 ar. —
0=> > (yi — az; —b)

=1
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3. Hoi qui 105

hay

<§n:932> a+<§nja:> b= Z:;xy
<znjx) a+nb = Z:y

(6.2)

Hé¢ trén c¢6 dinh thiic
n n 2
Yt (z a:)
i=1 i=1

Vi cdc z; khdc nhau nén theo bat dang thic Bunhiakovsky ta c6 (X0, 2)° <
n> " 22 Do d6 D > 0. Suy ra hé trén c¢6 nghiém duy nhat
_onyiy iy — (i ) (i i)
nyiy wd — (i xi)Q
b— (Ch 2f) (i ) — (2hy @) (7 was)
nyi = (X xi)Q

Néu dat
f:lzn:x y:—zn:y ﬁ:li Z;Y; ?:lzn:xz
n" n n nig
thi nghiém clia hé c6 thé viét lai dudi dang
Ty —T.Y Y — .Y b ?.@—xmy P.y—fﬁ
a = N _= =
z? — (T)? s z? — (T)? 57

Tém lai, ta cé thé tim ham Ts = az + b tu cdc cong thiic

-7y  n(Zay) - (Xz)(Xy)

2 n(Xa?) - (Xx)?
b=9y—ax
® Chu y
_bb-error — Piidng gé/p khiic noi cac diem (x1,91),

(T2,92) , -, (2, y,) dudc goi la duong hoi
qui thuc nghiém.

Dddng thang y = ar + b nhan dudc bdi
cong thiic binh phlidng bé nhat khong di qua
didc tat cd céc diem nhung 1& didng thang

"gan” céc diem d6 nhat dide goi 1a duong
thdng hoi qui va thit tuc lam thich hdp duidng
thang thong qua céc diem dd lidu cho tride
diide goi 1a héi qui tuyén tinh.

Theo trén ta c6 b =7 — a.7, do d6 diém (z,7) luon nam trén didng théng hoi qui.
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106 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

e Vidu 2 Uoc liong ham héi qui tuyén tinh mau zia Y theo X trén co sd bdng tiong
quan cap sau

X‘15 38 23 16 16 18 20 24
Y‘145 228 150 130 160 114 142 265

Giai
Ta lap bang sau
z; Yi 7 iy
15 145 225 3175
38 228 1444 8664
23 150 529 3450
16 130 256 2080
16 160 256 2560
13 114 169 1482
20 142 400 2840
24 265 576 6360
S =165 Sy =1334 | S a® =3855 | oy = 29611

Ta co

n(>zy) — (X)X y)
n(Xr?) — (Cx)?

8(19611) — (165)(1334) 16778

_ _ — 464
8(3855)(165)? 3615
1334 /16778\ /165
b=y—ar=— _<3&5>(63):71

Vay ham hoi qui tuyén tinh mau 14 7, = 4, 64z + 71.

e Vidu 3 D¢ dm cia khong khi dnh hidng dén su bay hoi cia nioc trong son khi
phun ra. Nquoi ta tién hcmh nghzen cwu méi lién hé giva dé am ciia khong khi X wva do
bay hot Y. Su hiéu biét vé moi quan hé nay se gwp ta tiét kiém duoc luong son bang
cdch chinh sing phun son mét cdch thich hop. Tién hanh 25 quan sdt ta duoc cdc so
lieu sau:
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3. Hoi qui 107

Quan sat Do Am Do bay hdi | Quan sat Do Am Do bay hdi

(70) () (%) (%)
1 35,3 11,0 14 39,1 9,6
2 29,7 11,1 15 46,8 10,9
3 30,8 12,5 16 48,5 9,6
4 58,8 8,4 17 59,3 10,1
5 61,4 9,3 18 70,0 8,1
6 71,3 8,7 19 70,0 6,8
7 74,4 6,4 20 74,4 8,9
8 76,7 8,5 21 72,1 7,7
9 70,7 7.8 22 58,1 8,5
10 57,5 9,1 23 44,6 8,9
11 46,4 8,2 24 33,4 10,4
12 28,9 12,2 25 28,6 11,1
13 28,1 11,9

Hay tim ham héi qui tuyén tinh mau 7, = az + b.

Giai

n=25 Y x=1314,9 > y=2357

> a? =76308,53 Y y® = 2286,07
> ay = 11824, 44

Do dé

n(Zay) — (Ta)(Ty) 25 x 11824,44 — (1314,9 x 235,7)
(X)) - ()2 25 x 76308,53 — (1314,9)2

= —0,08
b=7—ax =9,43 — (—0,08) x 52,6 = 13,64
Vay ham hoi qui tuyén tinh mau 1a 75 = —0, 08z + 13, 64

b) Tridng hdp nhiéu sb liéu (twong quan bang)
Gid su

X nhén cée gid tri 2; voi tan suat n; i = 1, k,
Y nhan céc gia tri y; vol tan suat m;j=1,h,
XY nhan céc gid tri z,y; vol tan suat niji=1k, j=1h,

Ta tim hoi qui tuyén tinh mau 7, = azx + b trong tridng hdp c6 nhiéu s6 liéu. Theo
(6.2) ta ¢
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Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

k k
(Z nwf) .a+ (Z nle> .b
=1 i=1 i=1j=1

k h
<Z n1$1> a+nb = > myy;
i=1 Jj=1

k h k h
Thay Z n;x; = NT, Z m;y; = ny, anxf = na?, Z mjyz- = ny2,
i=1 j=1 i=1 j=1
k h
>N nyaiy; = nTy vao (6.3) ta dide
i=1j=1
2a+7hb = TY (i)
T.a+nb = 7 (i7)

Ti (i) tacd b=7 — a.T

Thay b vao 7, = ax + b ta suy ra

Ve — ¥ =a(r —T)
Ta tim a bdi

. Sy X iy — (i naws) (2 myy;)

k h
Z Z NijTiY;j

n*xy — nT.ny

k 2
nyioy ”zxzz — (i mams)?

n.nw? — (nx)?

=)
&|
I

<

|
)
gl

N , - , Ty —
Tém lai, ta tim hoi qui tuyén tinh mau 7, = ax+b vdi |a = Y
s
® Chu y
, , Ty — Y S
i) Ta biét hé so tudng quan rxy = ek nén a = rxy —>
Sy-8y Sz
Thay a vao (6.4) ta ¢
O NE & C
Vo= §=rxy_ (¢ -1)
hay
Yo=Yy _  (z-7)
=TXYy

x

Td phudng trinh nay ta cé the suy ra phudng trinh hoi qui tuyén tinh mau 7, = az+b

mot cdch thuan 16i hon vi thong qua viéc tim rxy ta da tinh s, s,.
ii) Khi céc gia tri ciia X,Y kh4 1dn, ta c6 thé ding phép d6i bién

T; — o

LR =R ()
Y
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3. Hoi qui 109

trong do

* xo, Yo 14 nhing gid tri tiy y (thuidng chon g, yo 1a gid tri cia X, Y ting vai tan so
N4j 16n nhat trong bang tudng quan thiuc nghiém),

* Ty, hy 12 cdc gid tri tiy ¥ (thuidng chon h,, h, la khodng cich cdc gid tri ké tiép
nhau cta X, Y).

Lap bang tudng quan déi voi cde bién mdi U, V v tinh todn céc gid tri can thiét ta
tim dide ham hoi qui tuyén tinh mau
Uy = ap.u + by

trong dé

Khi d6 ta suy ra hAam 75 = ax + b vdi a, b diide tim bdi cong thuic

h
a:agh—y, b:y0+bo.hy—a0.h—y.x0

e Vidu 4 Xdc dinh hé s6 tuong quan va ham hoi qui tuyén tinh mau 7 = ax + b cla
cdc dai liong ngau nhién X va Y cho boi bdng tuong quan thuc nghiem sau:

X| 1 2 3
Y
10 20
20 30 1
30 1 48
Giai
Ta lap bang sau
X1 2 3 m; m;y; mjyjz-
Y
10 200 20 200 2000
20
20 1200 60 31 620 12400
130 1T
30 60 4320 49 1470 44100
1 |48
n; 20 31 49 n=100 Sy =12290 | ¥ y? = 58500
n;T; 20 62 147 Yo =229
n;x? 20 124 441 S a? =585 > xy = 5840
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110 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

> zy =200 + 1200 4 60 + 60 + 4320 = 5840

Phan trén géc trai cia 6 ghi cdc tich nz;y;. Ta cé

929 9290
2 999, =" _990
100 =" YT 900 A

T =

__ 585 58500 5840
7985 o 7 0900 77 = 0 58 4
=100 "0 VT g T Y= 900 '

s2 =122 — (7)* =5,85—(2,29)* ~ 0,6059 = s,~0,78

sy, =\/1y% — ()2 = /585 — (22,9)2 ~ 7,78

y—T7  58,4—2,29x 22,9
sz 0,6059
b=7—aT=229—09_835x2,20=0,378
Ham hoi qui tuyén tinh mau 1a 7, = 9,835z + 0, 378

Do dé

a =

=9,835

Hé s6 tudng quan la

TY—TY 58,4 —2,29 x 22,9
Sp.sy 0,78 x 7,78

~ 0,982

Toy =

4. BAI TAP

1. Cho cic gid tri quan sat clia hai dai lidng ngau nhién X va Y & bang sau:

X| 5 10 10 10 15 15 15 20 20 20
Y |20 20 30 30 30 40 50 50 60 60

Gid si X va Y c6 su phu thuoc tuong quan tuyén tinh. Tim ham hoi qui tuyén
tinh mau: 7, = ax + b.

2. Ngudi ta do chiéu dai vat dic va khudn thi thay ching léch khéi qui dinh nhisau:

0.00 1,22 1,32 0,77 1,30 120 1,32 0095 045 1,30 1,20
0,30 0,10 0,70 -0,28 025 0,02 0,37 -0,70 0,55 0,35 0,32

X
Y

Trong do X, Y la cac do lech.
Xéc dinh hé s6 tidng quan.

3. S6 liéu thong ké nham nghién ciu quan hé gita tong sdn pham nong nghiép Y vdi
tong gid tri tai san co dinh X cia 10 néng trai (tinh trén 100 ha) nhu sau:

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

4. Bai tap 111

11,3
13,2

12,9
15,6

13,6
17,2

16,8 18,8 20,0 22,2 23,7 266 275
18,8 20,2 23,9 224 230 244 246

X
Y

X4c dinh didng hoi qui tuyén tinh mau 7, = ax + b. Sau d6 tim phidng sai sai
s6 thiic nghiém va khodng tin cay 95% cho hé so6 géc clia didng hoi qui trén,

4. Po chiéu cao X (cm) va trong lidng Y (kg) ctia 100 hoc sinh, ta dide két qua sau:

X | 145 — 150 | 150 — 155 | 155 — 160 | 160 — 165 | 165 — 170
Y
35 — 40 3
40 — 45 5 10
45 — 50 14 20 6
50 — 55 15 12 5
55 — 60 6 4

Gia thuyét X va Y ¢6 mé phu thude tidng quan tuyén tinh. Tim cdc ham héi qui
a) y, = ax + b;
b) T, =cy+d

5. Theo déi lidng phan bén va nang suat lda cta 100 hecta lda ¢ mot ving, ta thu
dudc bang s6 liéu sau:

X [ 120 | 140 | 160 | 180 [ 200
Y

22 2

26| 5 | 3

3,0 11 | 8 | 4

3.4 15 | 17

3,8 067

4,2 12

Trong d6 X 1a phan bén (kg/ha) va Y 1a nang suat lda (tdn/ha).

a) Hay 1idc hidng hé s6 tidng quan tuyén tinh 7.
b) Tim phudng trinh tuidng quan tuyén tinh: §, = azx + b.

6. Do chiéu cao va didng kinh ctia mot loai cay, ta dide két qua cho b3 bang sau:

CuuDuongThanCong.com

X|6|8 1012|114
Y

3012171 9] 3

35 10117] 9

40 3124|1613
45 6 | 24 | 12
20 2 |11 22
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112 Chudng 6. Ly thuyét tudng quan va ham héi qui

Trong d6 X la didng kinh (cm) va Y 1a chiéu cao (m).

a) Xac dinh hé 6 tuidng quan tuyén tinh mau r.

b) Tim céc phidng trinh héi qui tuyé}l tinh mau.

c¢) Cac phudng trinh trén sé thay doi nhd thé nao néu X dudc tinh theo don vi la
mét (m)?

® TRA LOI BAI TAP

r = —0, 3096.

7. = 0,67z + 7,18, 0> = 1,126, (0,6280; 0, 7176).

a) 7, = 0,7018z — 61,5537, b) T, = 0,91y + 112, 96.
r=0,8165; 7, = 0,017z + 0, 5622.

a)r=0,69, b) 7y, =0,218z+2,434, T, =2, 18y + 15,87
¢) U, = 21,82 + 2,434, 7, = 0,0218y + 0, 1587.
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