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LỜI GIỚI THIỆU 

 

GIAỈ TÍCH 2 (TOÁN CAO CẤP A 3 ) là học phần tiếp theo các học phần GIẢI TÍCH 1, 

ĐẠI SỐ ( TOÁN CAO CẤP A1 , A 2 ) dành cho sinh viên năm thứ nhất thuộc các nhóm ngành 

khối kĩ thuật. Giáo trình này dùng làm tài liệu học tập cho sinh viên đại học với hình thức đào tạo 
từ xa. Giáo trình được biên soạn theo chương trình qui định năm 2001 của Bộ Giáo dục- Đào tạo 
và theo đề cương chương trình của Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông phê duyệt năm 
2006 cho hệ đào tạo chính qui.  

Ở Việt nam, hình thức đào tạo từ xa tuy đã triển khai và nhân rộng từ 10 năm nay nhưng 
vẫn còn khá mới mẻ. Với cách học này, đòi hỏi người học phải làm việc độc lập nhiều hơn, lấy tự 
học, tự nghiên cứu là chính. Do đó tài liệu học tập, cụ thể là các giáo trình phải được coi là 
phương tiện cơ bản và quan trọng nhất. Các yếu tố trên được chúng tôi chú ý khi viết giáo trình 
này, cụ thể là: Nội dung được trình bày ngắn gọn, chính xác. Trừ một số định lí có chứng minh 
nhằm rèn luyện tư duy và củng cố kiến thức, còn hầu hết các định lí đưa ra được thừa nhận với 
mục đích áp dụng. Tương ứng mỗi nội dung kiến thức đều có ví dụ minh họa nhằm hướng người 
học hiểu sâu sắc và biết cách áp dụng. Trong mỗi chương đều có mục đích, yêu cầu và phần tóm 
tắt nội dung để người học dễ đọc, dễ thuộc. Các câu hỏi mang tính trắc nghiệm cuối mỗi chương 
là cơ sở đánh giá kiến thức có được của người học về nội dung chương đó. 

Giáo trình gồm 5 chương, tương ứng với 4 đơn vị học trình (60 tiết). 

Chương 1 .Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số. 
Chương 2. Tích phân bội. 

Chương 3. Tích phân đường và tích phân mặt.  
Chương 4. Lý thuyết trường. 

Chương 5. Phương trình vi phân. 
Mặc dù cố gắng rất nhiều, song không tránh khỏi các sơ suất về nội dung cũng như các lỗi 

về ấn loát, chúng tôi rất mong được sự góp ý kiến và rất cám ơn về điều đó. 
Nhân đây, chúng tôi chân thành cám ơn Ban Giám đốc Học viện Công nghệ Bưu chính 

Viễn thông, Trung tâm Đào tạo Bưu chính Viễn thông 1, đặc biệt Phòng Đào tạo Đại học từ xa và 
các bạn đồng nghiệp đã tạo điều kiện, động viên, giúp đỡ chúng tôi hoàn thành giáo trình này. 

                                                                                                            

 Hà Nội, 7-2006 
                                                                                                              Tác giả 
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CHƯƠNG 1. PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM SỐ NHIỀU BIẾN SỐ 

GIỚI THIỆU 

Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số là sự mở rộng một cách tự nhiên và cần thiết của 
phép tính vi phân hàm số một biến số. Các bài toán thực tế thường xuất hiện sự phụ thuộc một 
biến số vào hai biến số hoặc nhiều hơn, chẳng hạn nhiệt độ T của một chất lỏng biến đổi theo độ 
sâu z và thời gian t theo công thức tT e z−= , nhiệt lượng toả ra trên dây dẫn phụ thuộc vào điện 
trở của dây, cường độ của dòng và thời gian dẫn điện theo công thức 20, 24Q RI t= ,v.v…Vì vậy, 
khảo sát hàm số nhiều biến số vừa mang tính tổng quát vừa mang tính thực tiễn. Để học tốt 
chương này, ngoài việc nắm vững các phép tính đạo hàm của hàm một biến số, người học phải có 
các kiến thức về hình học không gian (xem [ ]2 ).Trong chương này, yêu cầu người học nắm vững 

các nội dung chính sau: 

1. Các khái niệm chung của không gian n  (n chiều). 
 Mô tả được miền xác định và đồ thị của hàm hai biến. 
2. Phép tính đạo hàm riêng và vi phân toàn phần. 

 Nắm vững các qui tắc tính đạo hàm riêng trên cơ sở tính đạo hàm của hàm một biến. Công 
thức tính đạo hàm riêng của hàm số ẩn. Công thức vi phân toàn phần và biết cách áp dụng vào 
phép tính gần đúng. 

3. Nắm vững khái niệm và cách tính đạo hàm theo hướng. Giải thích được đạo hàm riêng 
theo các biến x, y, z chính là đạo hàm theo hướng các trục Ox, Oy, Oz. 

4. Bài toán tìm cực trị. 

 Qui tắc tìm cực trị tự do, phương pháp nhân tử Lagrange.  

NỘI DUNG 

1.1. Các khái niệm chung 

1.1.1. Không gian n chiều 

* Ta đã biết mỗi điểm trong không gian 3 chiều được đặc trưng hoàn toàn bởi bộ 3 số (x, y, 
z) là 3 tọa độ Descartes của nó: x là hoành độ, y là tung độ và z là cao độ. 

Tổng quát như sau: Mỗi bộ có thứ tự n số thực ),...,,( 21 nxxx  gọi là một điểm n chiều. Kí 

hiệu M ),...,,( 21 nxxx có nghĩa là điểm n chiều M có các toạ độ nxxx ,...,, 21 . Tập các điểm 

M ),...,,( 21 nxxx gọi là không gian Euclide n chiều. Kí hiệu tập này là n . 

* Cho M ),...,,( 21 nxxx n∈ , N ),...,,( 21 nyyy n∈ . Gọi khoảng cách giữa M và N, kí 

hiệu d(M, N), là số thực tính theo công thức: 
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∑
=

−=−++−=
n

i
iinn yxyxyxNMd

1

222
11 )()(......)(),(  

Tương tự như trong 2 3, ,  ta nhận được bất đẳng thức tam giác trong n . Tức là với 3 

điểm A, B, C bất kỳ trong n  ta có: 

  ),(),(),( CBdBAdCAd +≤  

* Cho ),...,,( 00
2

0
10 nxxxM n∈ và 0>ε .  Tập { }n

0 0(M ) M : d(M,M )εΩ = ∈ < ε  gọi là 

ε - lân cận hoặc lân cận bán kính ε  của M0 hoặc hình cầu mở tâm M0 bán kính ε  (H.1.1a). 

* Cho nE ⊂ . Điểm EM ∈ gọi là điểm trong của E nếu có )0()( >∃⊂Ω εε EM . 

Điểm N n∈ gọi là điểm biên của E nếu bất kỳ )(MεΩ đều chứa những điểm thuộc E và điểm 

không thuộc )0( >∀εE . Tập E gọi là mở nếu mọi điểm của nó đều là điểm trong, gọi là đóng 

nếu nó chứa mọi điểm biên của nó. Tập các điểm biên của E kí hiệu E∂ . Bao đóng của E hay tập 

E đóng ký hiệu E  và có EEE ∂= ∪ (H.1.1a). 

* Tập E gọi là bị chặn hay giới nội nếu như tồn tại số N sao cho NE (0)⊂ Ω . 

* Tập E gọi là liên thông nếu mỗi cặp điểm M1, M2 trong E đều được nối với nhau bởi một 
đường cong liên tục nào đó nằm trọn trong E. Tập liên thông E gọi là đơn liên nếu nó bị giới hạn 
bởi một mặt kín (một đường cong kín trong 2 ; một mặt cong kín trong 3 ) (H.1.1a). Tập liên 
thông E gọi là đa liên nếu nó bị giới hạn bởi từ hai mặt kín trở lên rời nhau từng đôi một (H.1.1b). 

 

 

Ví dụ 1: Xét các tập sau trong 2 . 

  { }4:),( 22 <+= yxyxA  

                 { })0,0(),0,1(),2,1( −=B  và  2  

Giải: 

{ }4:),( 22 =+=∂ yxyxA  - đường tròn tâm O bán kính 2, { }4:),( 22 ≤+= yxyxA  - hình 
tròn kể cả biên. 

A, 2  là các tập liên thông, B không liên thông (gồm 3 điểm rời rạc). 
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A, B là các tập giới nội, 2  không giới nội (cả mặt phẳng 0xy). 

1.1.2. Định nghĩa hàm nhiều biến số 

Cho nD ⊂ . Gọi ánh xạ: 

  RDf →:  

Hay là 1 2 n 1 2 nM(x , x ,...., x ) D u f (M) f (x , x ,...., x )∈ = = ∈6  là một hàm số của n biến 

số xác định trên D. D gọi là miền xác định của hàm số f; nxxx ,....,, 21  là các biến số độc lập, còn u 

gọi là biến số phụ thuộc. 

1.1.3. Miền xác định của hàm nhiều biến số 

Người ta quy ước: Nếu cho hàm số u = f(M) mà không nói gì về miền xác định D của nó thì 
phải hiểu rằng miền xác định D của hàm số là tập hợp các điểm M sao cho biểu thức f(M) có 
nghĩa. 

Miền xác định của hàm số thường là tập liên thông. Sau đây là một số ví dụ về miền xác 
định của hàm số 2 biến số, 3 biến số. 

Ví dụ 2: Tìm miền xác định của các hàm số sau và mô tả hình học các miền đó: 

a) 221 yxz −−= ,                b) )ln( yxz += ,              c) 
2229 zyx

yu
−−−

=                

Giải: 

a. Miền xác định là tập 2(x, y)∈ sao cho 01 22 ≥−− yx  hay 122 ≤+ yx . Đó là hình tròn 
đóng tâm O bán kính bằng 1 (H.1.2a). Hình tròn đóng này có thể mô tả bởi hệ bất phương trình: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤−−

≤≤−
22 11

11

xyx

x
 

b. Miền xác định là tập 2(x, y)∈  thoả mãn x + y > 0 hay y > -x. Đó là nửa mặt phẳng có 
biên là đường y = -x (H.1.2b). Nửa mặt phẳng này được mô tả bởi hệ bất phương trình:  

⎩
⎨
⎧

+∞<<−
+∞<<∞−

yx
x

 

c. Miền xác định là tập 3(x, y, z)∈ thoả mãn 9222 <++ zyx . Đó là hình cầu mở tâm O 
bán kính bằng 3 (H.1.2c). Hình cầu mở này mô tả bởi hệ bất phương trình:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−≤≤−−−

−≤≤−−

<<−

2222

22

99

99

33

yxzyx

xyx

x

 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1. Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 6

 

1.1.4. Ý nghĩa hình học của hàm hai biến số 

Cho hàm 2 biến z = f(x,y) với Dyx ∈),( . Tập các điểm 3(x, y, z)∈  với z = f(x,y) gọi là 
đồ thị của hàm số đã cho. Như thế đồ thị của hàm 2 biến thường là một mặt cong trong không 
gian 3 chiều 0xyz. Đồ thị của hàm số mô tả một cách trực quan hàm số thể hiện được ý nghĩa hình 
học của hàm số. Dưới đây ta xét các mặt cong đặc biệt và đơn giản, thông dụng trong toán học và 
ứng dụng. 

A. Mặt phẳng: 
Mặt phẳng là đồ thị của hàm hai biến tuyến tính, nói cách khác phương trình mặt phẳng có 

dạng: Ax + By + Cz + D = 0 trong đó 0222 >++ CBA . Chẳng hạn 0≠C  có 

)(1 ByAxD
C

z ++−= , hàm số này xác định trên 2 . 

B. Ellipsoid 
Ellipsoid là mặt cong, phương trình chính tắc của nó có dạng (H.1.3) 

   12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x  

Đây là hàm hai biến cho dưới dạng không tường minh (dạng ẩn). Hàm số là đa trị.  
Chẳng hạn coi z là biến phụ thuộc vào x và y thì miền xác định là hình ellipse có các bán trục 

a và b: 
2 2

2 2 1x y
a b

+ ≤  
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Khi a = b = c = R ta có mặt cầu tâm gốc toạ độ và bán kính là R: 2222 Rzyx =++  

 
C. Paraboloid elliptic 

Phương trình chính tắc của paraboloid elliptic có dạng (H.1.4): z
b
y

a
x

=+ 2

2

2

2

 

Miền xác định của hàm số trên là 2 . Khi a = b tức là phương trình có dạng: 
zayx 222 =+  

Gọi đó là paraboloid tròn xoay. 

 
D. Mặt trụ bậc 2 
* Mặt trụ elliptic (H.1.5) có phương trình chính tắc: 

   12

2

2

2

=+
b
y

a
x  

* Mặt trụ hyperbolic (H.1.6) có phương trình chính tắc: 

   12

2

2

2
−=−

b
y

a
x  

* Mặt trụ parabolic (H.1.7) có phương trình chính tắc: 
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   pxy 22 =  

E. Mặt nón bậc 2 
Phương trình chính tắc của mặt nón có dạng (H.1.8) 

   02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x  

1.1.5. Giới hạn của hàm số nhiều biến số 

Khái niệm giới hạn của hàm số nhiều biến số cũng được đưa về khái niệm giới hạn của hàm 
một biến số. Ở đây một biến số đóng vai trò là khoảng cách d(M0, M) giữa hai điểm M0 và M 
trong không gian n . Để đơn giản trong cách viết chúng ta xét trong không gian 2 chiều 2 . 

* Nói rằng dãy điểm Mn(xn, yn) dần đến điểm M0(x0, y0); kí hiệu 0MM n →  khi ∞→n  

nếu 0),(lim 0 =
∞→ nn

MMd hay là 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∞→

∞→

0

0

lim

lim

yy

xx

nn

nn  

* Cho hàm z = f(x,y) xác định ở lân cận M0(x0, y0), có thể trừ điểm M0. Ta nói rằng hàm 
f(M) có giới hạn là l  khi M(x,y) dần đến M0(x0, y0) nếu mọi dãy điểm Mn(xn, yn) thuộc lân 
cận dần đến M0 ta đều có: lyxf nn

n
=

∞→
),(lim  

Thường kí hiệu lMf
MM

=
→

)(lim
0

 hay 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y l
→

=  

Sử dụng ngôn ngữ "," δε  có thể định nghĩa như sau: Hàm số f(M) có giới hạn l  khi 

0MM →  nếu εδδε <−⇒<<>∃>∀ lMfMMd )(),(0:0,0 0  

Chú ý: 1. Tất cả các khái niệm giới hạn vô hạn hoặc các định lí về giới hạn:  tổng, tích, 
thương đều giống như hàm số một biến số. 

             2. Từ định nghĩa ta nhận thấy:  Giới hạn l  của hàm số ( , )f x y  khi 0M M→  

không phụ thuộc đường đi của M  tiến đến 0M , vì thế nếu chỉ ra hai đường đi của M  tiến 

đến 0M mà  ( )f M  tiến đến hai giá trị khác nhau thì hàm số không có giới hạn tại 0M .    

Ví dụ 3: Tìm các giới hạn 

a. 22

2

)0,0(),(
lim

yx
yx

yx +→
  b. 22)0,0(),(

lim
yx

xy
yx +→

  c. 
22)0,0(),(

lim
yx

xy
yx +→

 

Giải: 

a. Ta có 22
22

2

),(,0 yxOMdy
yx
yx

+=≤−
+

 

εδε =∃>∀ ,0  khi 
2

2 2
2 20 0x yx y y y

x y
δ δ δ ε< + < ⇒ < ⇒ − ≤ < =

+
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Vậy 0lim 22

2

)0,0(),(
=

+→ yx
yx

yx
 

b. Cho )0,0(),( OyxM → theo đường y = Cx, C = const (hằng số) 

thì 22

2

22 )1( xC
Cx

yx
xy

+
=

+
 2220 1

lim
C

C
yx

xy
x +

=
+

⇒
→

 chứng tỏ dãy giá trị hàm có giới hạn khác nhau 

phụ thuộc vào C. Theo chú ý 2,.suy ra hàm không có giới hạn. 

c. 
2 2 2 2

xxy 0 . y y .
x y x y

− ≤ ≤
+ +

 Tương tự a. suy ra 0lim
22)0,0(),(
=

+→ yx
xy

yx
 

1.1.6. Sự liên tục của hàm số nhiều biến số 

A. Định nghĩa 

* Hàm số f(M) xác định trên miền D và DM ∈0 . Ta nói rằng hàm số f(M) liên tục tại 0M  

nếu )()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→

. 

* Hàm số f(M) xác định trên miền D. Nói rằng hàm số liên tục trên miền D nếu nó liên tục 
tại mọi điểm DM ∈ . 

* Hàm số f(M) liên tục trên miền đóng D  nếu nó liên tục trên miền D và liên tục tại mọi 
điểm DN ∂∈  theo nghĩa DMNfMf

NM
∈=

→
),()(lim . 

* Nếu đặt ),(),(),( 000000 yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ  gọi là số gia toàn phần của hàm số 

tại (x0,y0) thì hàm số f(x,y) liên tục tại (x0, y0) nếu như 0),( 00 →Δ yxf  khi 0→Δx  và 0→Δy . 

B. Tính chất 
Hoàn toàn tương tự như hàm một biến số ta có tính chất quan trọng sau đây: 

Định lý 1.1. Nếu f(x,y) liên tục trong miền đóng D  giới nội thì nó đạt giá trị lớn nhất và giá 

trị bé nhất trong miền D  tức là: DMDM ∈∈∃ 21 ,  để có bất đẳng thức kép: 

  DMMfMfMf ∈∀≤≤ ),()()( 21  

1.2. Đạo hàm và vi phân 

1.2.1. Đạo hàm riêng 

Cho hàm số u = f(x,y) xác định trong miền D và DyxM ∈),( 000 . Thay y = y0 vào hàm số 

đã cho sẽ nhận được hàm số một biến số u = f(x, y0). Nếu hàm số này có đạo hàm tại x0 thì đạo 
hàm đó được gọi là đạo hàm riêng của f(x, y) đối với x tại M0(x0, y0) và kí hiệu như sau: 

),( 00 yxux′  hay ),( 00 yx
x
u
∂
∂  hay ),( 00 yxf x′  hay ),( 00 yx

x
f
∂
∂  
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Đặt ),(),(),( 000000 yxfyxxfyxfx −Δ+=Δ  gọi đó là số gia riêng của hàm f(x, y) theo 

biến x tại (x0, y0) và ta có: 

  
x

yxfyx
x
f x

x Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ

),(lim),( 00

000  

Tương tự ta có định nghĩa đạo hàm riêng của hàm số đối với y tại M0(x0, y0) và ký hiệu: 

  ),( 00 yxuy′ , ),( 00 yx
y
u
∂
∂ , ),( 00 yxf y′ , ),( 00 yx

y
f
∂
∂  

Chú ý: Có thể chuyển toàn bộ các phép tính đạo hàm của hàm một biến số: cộng, trừ, nhân, 
chia, … sang phép tính đạo hàm riêng. 

 

Ví dụ 4: Tính đạo hàm riêng sau: 

a. 3 /, (1,2), (1,1)x yu x y u u′= . 

b. ),(),,(),0( yxuyxuxxu yx
y ′′>= . 

c. ),,(),,,(),,,(,2 zyxuzyxuzyxu
z
yarctgzxu zyx ′′′= . 

Giải: 

a. 6)2,1(3),( 2 =′⇒=′ xx uyxyxu , 

 1)1,1(),( 3 =′⇒=′ yy uxyxu . 

b. xxuyxu y
y

y
x ln,1 =′=′ −  

c. 
z
yxzarctgzyxux 2),,( =′ , 

 22

22

2

2
2

1

11),,(
zy

zx

z
yz

zxzyxu y
+

=

+

=′ , 

 )(
1

1),,( 22
2

2

22
22

zy
yz

z
yarctgx

z
yz

yzx
z
yarctgxzyxuz

+
−=

+

−=′ . 

1.2.2. Vi phân toàn phần 

A. Định nghĩa 
* Cho hàm số u = f(x, y) xác định trong miền D chứa (x0, y0). Nếu số gia toàn phần của hàm 

số tại (x0, y0) ứng với số gia ,x yΔ Δ  của các đối số có dạng: 

  yxyBxAyxf Δ+Δ+Δ+Δ=Δ ....),( 00 βα     (1.1) 

trong đó A, B là những số chỉ phụ thuộc vào (x0, y0), còn βα ,  dần đến 0 khi 0MM → tức là khi 
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0,0 →Δ→Δ yx  thì nói rằng hàm số f(x, y) khả vi tại M0, còn biểu thức yBxA Δ+Δ ..  được gọi 
là vi phân toàn phần của hàm số tại M0 và kí hiệu là df(x0, y0), hay du(x0, y0). Như vậy 

yBxAyxdf Δ+Δ= ..),( 00  

* Hàm số u = f(x, y) được gọi là khả vi trong miền D nếu nó khả vi tại mọi điểm của miền 
D. 

B. Điều kiện cần của hàm số khả vi 
Định lý 1.2.  Nếu f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì liên tục tại đó.                                              

Từ (1.1) suy ra 0),( 00 →Δ yxf  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Định lý 1.3. Nếu f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì hàm có các đạo hàm riêng tại (x0, y0) và                   
),(),,( 0000 yxfByxfA yx ′=′= . 

Chứng minh:  
Từ (1.1) suy ra: 

  βα +=
Δ

Δ
+=

Δ
Δ B

y
yxf

A
x

yxf yx ),(
,),( 0000  

Vậy ByxfAyxf yx =′=′ ),(,),( 0000  chứng tỏ  

                0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )x ydf x y f x y x f x y y′ ′= Δ + Δ             (1.2) 

C. Điều kiện đủ của hàm số khả vi 

Định lý 1.4. Nếu hàm số u = f(x, y) có các đạo hàm riêng ),(),,( yxfyxf yx ′′ liên tục tại 

M0(x0,y0) thì f(x, y) khả vi tại M0(x0, y0). 

Chứng minh: 

Ta có ),(),(),( 000000 yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ  

    [ ] [ ]),(),(),(),( 00000000 yxfyyxfyyxfyyxxf −Δ++Δ+−Δ+Δ+=                         

Áp dụng công thức số gia hữu hạn (công thức Lagrange) cho hàm một biến số f(x, y0 + ∆y) 
tại lân cận x0 và f(x0, y) ở lân cận y0 sẽ nhận được: 

  xyyxxfyyxfyyxxf x ΔΔ+Δ+′=Δ+−Δ+Δ+ ),(),(),( 0100000 θ  

  yyyxfyxfyyxf y ΔΔ+′=−Δ+ ),(),(),( 2000000 θ  

Trong đó 10,10 21 <<<< θθ  

Cũng theo giả thiết ),(),,( yxfyxf yx ′′ liên tục tại (x0, y0) nên: 

  ),(),(),( 00010 yxyxfyyxxf xx ΔΔ+′=Δ+Δ+′ αθ  

  ),(),(),( 00200 yxyxfyyxf yy ΔΔ+′=Δ+′ βθ  

Trong đó 0,0 →→ βα  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Từ đó nhận được: 
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  yxyyxfxyxfyxf yx Δ+Δ+Δ′+Δ′=Δ βα),(),(),( 000000   

chứng tỏ hàm số khả vi tại (x0, y0). 

Nếu xét các hàm số h(x, y) = x và g(x, y) = y trong 2  thì rõ ràng:  
dh(x, y) = dx = 1.∆x 
dg(x, y) = dy = 1.∆y 

Vậy vi phân toàn phần của hàm số f(x, y) tại (x0, y0) có thể viết dưới dạng: 

  dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( 000000 ′+′=     (1.2)’ 

D. Ý nghĩa của vi phân toàn phần 
Nếu hàm số f(x, y) khả vi tại (x0, y0) thì rõ ràng: 

  yxyxdfyxf Δ+Δ+=Δ βα),(),( 0000  

Vì rằng 0
22

→+≤
Δ+Δ

Δ+Δ βαβα
yx
yx  khi 0,0 →Δ→Δ yx . 

Suy ra df(x0, y0) khác số gia toàn phần ∆f(x0, y0) một vô cùng bé có bậc cao hơn vô cùng bé 
2 2x yρ = Δ + Δ  khi 0,0 →Δ→Δ yx . Vậy với yx ΔΔ ,  khá bé sẽ nhận được: 

       dff ≈Δ                                                                         (1.3) 

Công thức (1.3) thường được sử dụng để tính gần đúng giá trị của hàm số. 
Chú ý: Tính khả vi của tổng, tích, thương hai hàm cũng giống như hàm một biến số. 

Ví dụ 5: Thực hiện phép tính vi phân các hàm số: 

a. Cho f(x,y) = x cos xy, tính ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
,1 πdf  với Δx = 0,01 , Δy = 0,02. 

b. Cho f(x,y) = xy2, 
2

)( xyeyx − . Tính df(x,y). 

Giải: 

a. xyxyxyyxf x sincos),( −=′ , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

4
1

2
2

4
,1 ππ

xf , 

 xyxyxf y sin),( 2−=′ , 
2
2

4
,1 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ π

yf , 

 01,0.
4

1
2
202,0.

2
201,0.

4
1

2
2

4
,1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππdf . 

b. 
22

)(),( 2 xyxy
x eyxyeyxf −+=′ , 

 
22

)(2),( xyxy
y eyxyxeyxf −+−=′ , 

 [ ] [ ]{ }dyyxxydxyxyeyxdf xy 1)(2)(1),( 22

−−+−+= . 
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Ví dụ 6: 

a. Tính gần đúng 
97,0
05,1arctg . 

b. Một hình trụ bằng kim loại có chiều cao h = 20 cm và bán kính đáy r = 4 cm. Khi nóng 
lên h và r nở thêm các đoạn Δh = Δr = 0,1 cm. Hãy tính gần đúng thể tích hình trụ khi nóng lên. 

Giải: 

a. Ta viết 
03,01
05,01

97,0
05,1

−
+

= arctgarctg . Xét hàm số 
y
xarctgyxf =),(  

Rõ ràng ),(
97,0
05,1

00 yyxxfarctg Δ+Δ+= , trong đó x0 = y0 = 1, Δx = 0,05 và Δy=-0,03. 

Áp dụng công thức xấp xỉ (1.3) ta có: 

 )03,0).(1,1(05,0).1,1()1,1(),(),(),( 000000 −′+′+=+≈Δ+Δ+ yx fffyxdfyxfyyxxf  

22

2

2

1

11),(
xy

y

y
xy

yxf x +
=

+
=′ ,  22

2

22

1

1),(
xy

x

y
xy

xyxf y +
−=

+
−=′  

0 0
1 1 1( , ) .0,05 .0,03 0,04 0,785 0,04 0,825.
1 2 2 4

f x x y y arctg π
+ Δ + Δ ≈ + + = + = + =  

 b.     Ta có 22 ,2, rVrhVhrV hr πππ =′=′=  

Áp dụng công thức (1.3): 
32222 6,337.1,0.4.1,0.20.4.220.4.2),( cmhrrrhhrhhrrV πππππππ ≈++≈Δ+Δ+≈Δ+Δ+

 

Chứng tỏ sai số tuyệt đối không quá 33,0 cmπ  và sai số tương đối không quá 
0,3 1 .
337 100

π
π
≈  

1.2.3. Đạo hàm riêng cấp cao 

Đạo hàm riêng cấp hai của một hàm là đạo hàm riêng các đạo hàm riêng cấp một của nó. 
Hàm hai biến f(x,y) có 4 đạo hàm riêng cấp hai sau đây: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′
y
f

y
f

y
f

x
f

x
f

y
f

x
f

x
f yyxxyx 22 ,,,  

hay 2

222

2

2

,,,
y

f
xy
f

yx
f

x
f

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

 

Hoàn toàn tương tự ta cũng có các định nghĩa đạo hàm riêng cấp cao hơn của hàm nhiều 
biến hơn. 

Ví dụ 7: Tính các đạo hàm riêng )3()3()3( ,,2 xyzxyxyx fff  biết zyxezyxf 42),,( +−= . 
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Giải:  
zyx

yx
zyx

x
zyx

x efefef 42)3(4242 2,, 22
+−+−+− −==′′=′  

zyx
xyz

zyx
xyx

zyx
xy efefef 42)3(42)3(42 8,2,2 +−+−+− −=−=−=′′  

Nhận xét: Trong ví dụ trên có )3()3(
2 xyxyx

ff = . 

Định lý 1.5(Schwarz). Nếu f(x,y) có các đạo hàm riêng hỗn hợp xyf ′′  và yxf ′′  trong lân cận 

)( 0MδΩ  và liên tục tại M0(x0, y0) thì các đạo hàm hỗn hợp bằng nhau tại M0:       

)()( 00 MfMf yxxy ′′=′′ . 

Chứng minh: Lấy t, s đủ bé. Lập các hàm số sau đây trong lân cận M0: 
  g(x, y) = f(x + t, y) – f(x, y) 

  h(x, y) = f(x, y + s) – f(x, y) 
Rõ ràng g(x0, y0 + s) – g(x0, y0) = h(x0 + t, y0) – h(x0, y0) 

Áp dụng định lý Lagrange cho hàm g(x0, y) tại y0 nhận được: 

  ),(.),(),( 1000000 syxgsyxgsyxg y θ+′=−+   

        [ ]syxfsytxfs yy 100100 ,(),( θθ +′−++′=  

Tiếp tục áp dụng định lý Lagrange cho hàm ),( 10 syxf y θ+′  tại x0 nhận được: 

  ),(),(),( 10200000 sytxfstyxgsyxg yx θθ ++′′=−+  

Hoàn toàn tương tự cũng có: 

  ),(),(),( 20100000 sytxfstyxhytxh xy γγ ++′′=−+  

Cho 0, →st , do tính liên tục nhận được ),(),( 0000 yxfyxf yxxy ′′=′′  

Chú ý: Định lý trên cũng mở rộng cho các đạo hàm cấp cao hơn và hàm nhiều biến hơn. 

1.2.4. Vi phân cấp cao 

Ta nhận thấy dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( ′+′=  cũng là một hàm số của x, y nên có thể 

xét vi phân của nó. Nếu df(x,y) khả vi thì vi phân của nó gọi là vi phân cấp hai của f(x, y), kí hiệu 
)),((),(2 yxdfdyxfd =  và nói rằng f(x, y) khả vi đến cấp 2 tại (x, y). 

Tổng quát vi phân cấp n, nếu có sẽ kí hiệu: )),((),( 1 yxfddyxfd nn −=  

Công thức vi phân cấp 2 như sau: 

 dy
y
fdx

x
f

y
dxdy

y
fdx

x
f

x
yxdfdyxfd ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

== )),((),(2  

      2
2

222
2

2

2

dy
y

fdxdy
xy
f

yx
fdx

x
f

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂

=  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1. Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 15

Giả sử các đạo hàm riêng hỗn hợp liên tục, theo định lý Schwarz ta có: 

 2
2

22
2

2

2
2 2),( dy

y
fdxdy

yx
fdx

x
fyxfd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=                                            (1.4) 

Người ta dùng kí hiệu luỹ thừa tượng trưng để viết gọn như sau: 

 ),(),( yxfdy
y

dx
x

yxdf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=  

Tổng quát có ),(),( yxfdy
y

dx
x

yxfd
n

n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=                                             (1.5) 

1.2.5. Đạo hàm của hàm số hợp 

Cho nD ⊂  và các ánh xạ  m: Dϕ →  

    f : (D)ϕ →  

Ánh xạ tích : →Df Dϕ  cụ thể là mu f ( (M)), M D, (M)= ϕ ∈ ϕ ⊂  gọi là hàm số hợp.   
Để cho đơn giản, sau đây ta xét n = 2, m = 2, khi đó hàm hợp f ϕD  xác định trên miền phẳng D 

Định lý 1.6. Cho u = f(x,y) với x = x(s, t); y = y(s, t) thoả mãn: 

Các biến trung gian x(s, t), y(s, t) có các đạo hàm riêng cấp 1 tại (a, b), 

f(x, y) khả vi tại điểm (x0, y0) = (x(a, b), y(a, b)).  

Khi đó hàm hợp u = u(s, t) có đạo hàm riêng cấp 1 tại (a, b) tính theo công thức: 

  
s
y

y
u

s
x

x
u

s
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

 
t
y

y
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂                                                                                 (1.6) 

Công thức (1.6) có thể viết dưới dạng ma trận: 

              

x x
u u u u s t

y ys t x y
s t

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ∂ ∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

t
y

s
y

t
x

s
x

được gọi là ma trận Jacobi của x, y đối với t, s; còn định thức của ma trận này 

gọi là định thức Jacobi của x, y đối với t, s hay Jacobian  của x, y đối với t, s và ký hiệu: 
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t
y

s
y

t
x

s
x

tsD
yxD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
),(
),(

                                                           (1.7) 

Ví dụ 8: Tính các đạo hàm riêng 
22,,ln tsystxyeu x −=== . 

Giải: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+−=+=

∂
∂

22
22 2)ln(2.1..ln

ts
ststes

y
etye

s
u stxx , 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−=−+=

∂
∂

22
22 2)ln()2.(1..ln

ts
ttsset

y
esye

t
u stxx . 

Ví dụ 9:  Cho 222,1 zyxr
r

u ++== . Chứng minh 0222 =′′+′′+′′=Δ
zyx

uuuu . 

Giải: 

Nhận xét: hàm số 
r

u 1
=  đối xứng với x, y, z. Do đó ta chỉ cần tính 2x

u ′′ , sau đó thay x bởi y 

và z. 

32 .1.
r
x

r
x

r
ruu xx −=−=′′=′ , 

5

2

343
31.1.31

2 r
x

rr
x

r
x

r
u

x
+−=+−=′′ , 

Suy ra 033)(33
335

222

3 =+−=
++

+−=Δ
rrr

zyx
r

u . 

Chú ý: Nếu u = f(x, y), y = y(x) khi đó u là hàm số hợp của một biến x. Do vậy người ta 

đưa ra khái niệm đạo hàm toàn phần và công thức tính sẽ là: y
y
f

x
f

dx
du ′

∂
∂

+
∂
∂

= . . 

1.2.6. Vi phân của hàm hợp 

Xét hàm hợp u = f(x, y), x = x(s, t), y = y(s, t).  

Nếu hàm hợp có các đạo hàm riêng 
t
u

s
u

∂
∂

∂
∂ ,  liên tục thì nó khả vi và ta có:                   

dt
t
uds

s
udu

∂
∂

+
∂
∂

=  

Bây giờ ta biểu diễn du qua biến trung gian x, y theo công thức (1.6) có: 

                      dt
t
y

y
u

t
x

x
uds

s
y

y
u

s
x

x
udu ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=  
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                           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= dt
t
yds

s
y

y
udt

t
xds

s
x

x
u   

                           dy
y
udx

x
u

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Như vậy dạng của công thức vi phân cấp 1 không đổi dù x, y là các biến độc lập hay là hàm 
của các biến s, t. Tính chất này gọi là tính chất bất biến dạng của vi phân cấp 1. 

Chú ý: Cũng như hàm một biến số, vi phân cấp cao không có tính bất biến dạng. 

1.2.7. Đạo hàm của hàm số ẩn 

A. Hàm ẩn một biến 
Cho một hệ thức giữa hai biến, x, y dạng:    F(x, y) = 0                                   (1.8) 
trong đó F(x, y) là hàm hai biến xác định trong miền mở D chứa (x0, y0) và              

F(x0, y0) = 0. Giả sử rằng ( ) )(,, 00 xyxxx ∃+−∈∀ δδ  sao cho ( , ( ))x y x D∈  và           

F(x, y(x)) = 0. Hàm số y = y(x) gọi là hàm ẩn của x xác định bởi phương trình (1.8). 
Định lý 1.7. Nếu F(x, y) thoả mãn các điều kiện: 

F liên tục trong lân cận )( 0MδΩ  và F(M0) = 0. 

Các đạo hàm riêng 
y
F

x
F

∂
∂

∂
∂ ,  liên tục và 0),( 00 ≠

∂
∂ yx

y
F trong lân cận )( 0MδΩ thì phương 

trình (1.8) xác định một hàm ẩn y(x) khả vi liên tục trong khoảng ),( 00 εε +− xx  và ta có:            

y

x

F
F

dx
dy

′
′

−=                                                           (1.9) 

Chú ý:  Để nhận được công thức (1.9) chúng ta chỉ việc lấy vi phân 2 vế của (1.8) trong đó 
có y = y(x) và áp dụng tính bất biến của dạng vi phân cấp 1. 

Thật vậy dF(x, y) = 0 hay 0=′+′ dyFdxF yx  hay 0. =′′+′ yFF yx . Từ đó suy ra (1.9). 

Ví dụ 10: Tính )1(y′  biết π=− yexy x sin  

Giải: 
Lấy đạo hàm toàn phần (hay vi phân) và coi y là hàm của x hai vế của phương trình đã cho 

có: 

0.cossin =′−−′+ yyeyeyxy xx  

Thay 1=x  vào phương trình hàm ẩn, nhận được: (1) sin (1)y e yπ− = . Dùng phương pháp 
đồ thị giải phương trình này, nhận được nghiệm π=)1(y . 

Vậy      0)1(.cossin)1( =′−−′+ yeey πππ  

  
e

y
+

−=′
1

)1( π . 

Ví dụ 11: Tính yy ′′′, biết 0=+− arctgyyx  
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Giải: 
Lấy đạo hàm toàn phần hai vế coi y = y(x) 

22
2

2

2 110
1

1 yyy
y

yy
y

yy +=′⇒
+

=′⇒=
+
′

+′−  

Lấy đạo hàm tiếp ta có yyyyyy ′=′′+′ 22 22
2

5

2 (1 ) 2(1 ) .y y yy y
y y

′ ′− +′′ ′′⇒ = ⇒ = −  

B. Hàm ẩn hai biến 
Định lý 1.8. Cho phương trình hàm ẩn F(x, y, z) = 0 và F(x, y, z) thoả mãn các điều kiện: 

F(x, y, z) liên tục trong hình cầu mở  )( 0MδΩ  và F(M0) = F(x0, y0, z0) = 0; 

Các đạo hàm riêng zyx FFF ′′′ ,, liên tục và 0),,( 000 ≠′ zyxFz  trong hình cầu )( 0MδΩ  

Khi đó phương trình hàm ẩn xác định một hàm ẩn z = z (x, y) có các đạo hàm riêng liên tục 
trong lân cận ),( 00 yxεΩ  đồng thời: 

                   
z

y

z

x

F
F

y
z

F
F

x
z

′

′
−=

∂
∂

′
′

−=
∂
∂ ,                                                              (1.10) 

Tương tự như định lý 1.7. ta không chứng minh định lý này. 
Cũng như trong trường hợp hàm ẩn một biến, để tính các đạo hàm riêng cũng như vi phân 

của hàm ẩn ta lấy vi phân toàn phần hai vế của phương trình hàm ẩn sau đó đi tìm dz
y
z

x
z ,,

∂
∂

∂
∂  

Ví dụ 12: Cho xyz= x + y + z. Coi z là hàm số ẩn, hãy tính dzzz yx ,, ′′ .  

Giải: 
Lấy vi phân toàn phần phương trình hàm ẩn sẽ có: 
 d(xyz) = d(x + y + z) 

 yz dx + zx dy + xy dz = dx + dy + dz 
 (xy – 1) dz = (1- yz) dz + (1-zx) dy 

 [ ]dyzxdxyz
xy

dz )1()1(
1

1
−+−

−
−=  

 
1
1,

1
1

−
−

−=′
−
−

−=′⇒
xy
xzz

yx
yzz yx . 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1. Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 19

1.2.8. Đạo hàm theo hướng. Građiên (Gradient) 

 

 
A. Định nghĩa:  

Cho u(x, y, z) xác định trên miền 3D ⊂  và DzyxM ∈),,( 0000 , một hướng được đặc 

trưng bởi véc tơ A
G

 có véc tơ đơn vị )cos,cos,(cos0 γβαA , tức là: 

(Ox, ), ( , ), ( , )Oy Ozα β γ= = =
JJJGG JJG G JJG G
A A A . Người ta gọi  cos , cos , cosα β γ  là các côsin chỉ phương của 

G
A . Rõ ràng 2 2 2cos os os 1.c cα β γ+ + = (H.1.9) 

Lấy DM ∈  sao cho 00 Aρ=MM , lập tỉ số 
ρρ

)()( 0MuMuu −
=

Δ
 

Nếu tỉ số trên có giới hạn hữu hạn khi 0→ρ  thì giới hạn ấy được gọi là đạo hàm của hàm 

u(M) theo hướng A  tại M0 và kí hiệu là )( 0
0

Mu
A∂
∂  tức là: 

 )()()(lim 0
0

0
MuMuMu

A∂
∂

=
−

→ ρρ
 

Chú ý: 

1. Cũng giống như ý nghĩa của đạo hàm, có thể coi rằng đạo hàm theo hướng A  biểu thị tốc 

độ biến thiên của hàm u(M) theo hướng A . 

2. Nếu A  có hướng của trục Ox thì )0,0,1(0A . Giả sử ),,( 0000 zyxM thì ),,( 000 zyxM ρ+  

khi đó: 

         )(),,(),,(lim)( 0
000000

00
0

M
x
uzyxuzyxuMu
∂
∂

=
−+

=
∂

∂
→ ρ

ρ
ρA

 

Chứng tỏ các đạo hàm riêng zyx uuu ′′′ ,,  là đạo hàm của hàm u theo hướng của các trục Ox, 

Oy, Oz. 

B. Công thức tính 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1. Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 20

Định lý 1.9. Nếu hàm số u(x, y, z) khả vi tại M0(x0, y0, z0) và A  bất kỳ có các côsin chỉ 
phương γβα cos,cos,cos  thì: 

γβα cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
uM

y
uM

x
uMu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂

A
              (1.11) 

Chứng minh: 
Theo ý nghĩa của hàm khả vi ta có: 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y zu u M u M u M x u M y u M z o ρ′ ′ ′Δ = − = Δ + Δ + Δ +  

trong đó ( )o ρ  là VCB bậc cao hơn ρ  khi 0→ρ . 

Mặt khác γρβραρ cos,cos,cos =Δ=Δ=Δ zyx  suy ra: 

 0 0 0
( )( )cos ( )cos ( )cosx y z

u ou M u M u M ρα β γ
ρ ρ
∂ ′ ′ ′= + + + . 

Chuyển qua giới hạn khi 0→ρ  sẽ có (1.11) 

C. Građiên 

Cho u(x, y, z) có các đạo hàm riêng tại 3
0 0 0 0M (x , y , z ) D∈ ⊂ . 

Gọi véc tơ ))(),(),(( 000 MuMuMu zyx ′′′  là građiên của hàm u(x, y, z) tại M0 và kí hiệu là 

grad u(M0). 

 ))(),(),(()( 0000 MuMuMuMugrad zyx ′′′=  

          kMujMuiMu zyx )()()( 000 ′+′+′=                                (1.12) 

trong đó kji ,,  là các véc tơ đơn vị của các trục Ox, Oy, Oz. 

D. Liên hệ giữa građiên và đạo hàm theo hướng. 
Định lý 1.10. Nếu u(M) khả vi tại M0 thì tại đó có: 

  graduchu
AA

=
∂

∂ .                                                                                     (1.13) 

                                                                          

Chứng minh: 

Ta có kji γβα coscoscos0 ++=A  nên (1.11) có thể viết như sau: 

 θcos)().()( 00000 MugradMugradMu AA
A

==
∂

∂  

         trong đó θ  là góc giữa hai véc tơ A  và grad u(M0), mà 10 =A ,      

        )(cos)( 00 MugradchMugrad
A

=θ . Vậy nhận được công thức (1.13) 
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Chú ý: Từ (1.13) suy ra )()(max 00 MugradMu
=

∂

∂

A
 khi 1cos =θ , tức là A  cùng 

phương với grad u(M0) chứng tỏ grad u(M0) cho ta biết phương theo nó tốc độ biến thiên của u tại 
M0 có giá trị tuyệt đối cực đại. 

Ví dụ 13: Cho xyzzyxu 3333 +++= , M0(1, 2, -3), A (2, 1, -2).  

Tính grad u(M0) và )( 0Mu
A∂

∂ . 

Giải: 

 xyzuzxyuyzxu zyx 33,33,33 222 +=′+=′+=′  

Vậy grad u(1, 2, -3) = (3 – 18, 12 – 9, 27 + 6) = (-15, 3, 33) = 3(-5, 1, 11) 

A (2, 1, -2) 31
3
2.11

3
1.1

3
2.53)3,2,1(

3
2,

3
1,

3
2

0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=−

∂

∂
⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒

A
A u

  

1.3. Cực trị của hàm nhiều biến 

1.3.1. Cực trị tự do 

A. Định nghĩa và điều kiện cần của cực trị 

Điểm 2
0 0 0M (x , y )∈  gọi là điểm cực đại (địa phương) của hàm f(M) nếu có lân cận đủ bé 

của M0 để trong lân cận đó (trừ M0) xảy ra bất đẳng thức f(M) < f(M0) 
Tương tự ta có khái niệm điểm cực tiểu (địa phương) của hàm số f(M).                             

Điểm M0(x0, y0) trong các trường hợp trên gọi chung là điểm cực trị. 
Tương tự như định lý Fermat đối với hàm một biến số, ta có điều kiện cần của cực trị dưới 

đây. 
Định lý 1.11. Nếu f(x, y) đạt cực trị tại M0 và có các đạo hàm riêng tại đó thì các đạo hàm 

riêng bằng 0. 
Chứng minh: Giả sử f(x, y) đạt cực trị tại (x0, y0). Theo định nghĩa suy ra hàm một biến 

f(x,y0) đạt cực trị tại x0, f(x0, y) đạt cực trị tại y0. Theo định lý Fermat ta có: 

 0),(

0

0 =
=xxdx

yxdf
hay ( ) 0, 00 =

∂
∂ yx

x
f  

 0),(

0

0 =
= yydy

yxdf
hay ( ) 0, 00 =

∂
∂ yx
y
f  

Chú ý: Điểm mà tại đó các đạo hàm riêng bằng không gọi là điểm dừng của hàm số. Như 
vậy điểm dừng chưa chắc là điểm cực trị. Chẳng hạn u = xy có điểm dừng là (0 0) nhưng trong bất 
kỳ lân cận nào của gốc toạ độ (0, 0) đều có các điểm ),( 11 yx  và ),( 22 yx  để )0,0(),( 11 fyxf >  

và )0,0(),( 22 fyxf <  (lấy 0,0,0,0 2211 ><>> yxyx ). 

B. Điều kiện đủ của cực trị 
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Trong thực tế thường gặp hàm hai biến f(x, y) và để tìm cực trị của nó, người ta thường sử 
dụng định lí sau đây, coi như là điều kiện đủ để hàm đạt cực trị. Ta không chứng minh định lý 
này. 

Định lý 1.12. Giả sử f(x, y) có đạo hàm riêng cấp hai liên tục tại lân cận điểm dừng (x0, y0) 
và gọi: 

),(),,(),,( 002

2

00

2

002

2

yx
y

fCyx
yx
fByx

x
fA

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

= và ACB −=Δ 2    (1.14) 

Nếu Δ > 0 thì hàm số không đạt cực trị tại (x0, y0) 

Nếu Δ = 0 thì chưa kết luận gì được về (x0, y0) 

Nếu Δ < 0 thì hàm số đạt cực trị tại (x0, y0) 

Cụ thể đạt cực đại nếu A < 0, đạt cực tiểu nếu A > 0. 

Ví dụ 14: Xét cực trị của hàm số 

 2244 2 yxyxyxz −−−+= . 

Giải: 

Nhận xét: Hàm số z khả vi mọi cấp trên 2 , ta có thể áp dụng định lý 1.12. 
* Tìm điểm dừng: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−=′

=−−=′

0224

0224
3

3

xyyz

yxxz

y

x   ⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=

02 3

33

yxx
yx

  
⎩
⎨
⎧

=−

=
⇒

0)1( 2xx
yx

 

 Nhận được ba điểm dừng: 

 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

1
1

,
1
1

,
0
0

y
x

y
x

y
x

           

* 

   ( )
0)0,0(

16)16(44

212,2,212
22

22
2

=Δ
−−−=Δ

−=−=−=′′=

yx

yCBxzA x

 

Nhận thấy z(0,0) = 0. 

Với x = y = 
n
1

 thì 02121,1
22 <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nnnn
z  với n > 1 

Với x = 
n
1 , y = -

n
1   thì 021,1

4 >=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

nnn
z . 

Như vậy trong bất kỳ lân cận nào của gốc toạ độ ta luôn tìm được các điểm (tìm được n) để 
hàm đổi dấu, chứng tỏ hàm không đạt cực trị tại (0, 0) 

Δ (1, 1) = Δ (-1, -1) = -96 < 0 và A (1, 1) = A(-1, -1) = 10 > 0. 

Vậy hàm đạt cực tiểu tại (1,1) và (-1, -1) 

Giá trị cực tiểu là z (1,1) = z(-1, -1) = -2. 
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1.3.2. Cực trị có điều kiện 

A. Định nghĩa và điều kiện cần 

Điểm M0(x0, y0) 2∈  gọi là điểm cực đại của hàm số f(x, y) với ràng buộc (hoặc có điều 
kiện) 0),( =yxϕ  nếu thoả mãn 0)( 0 =Mϕ  đồng thời tồn tại lân cận đủ bé của 0M   trên đường 

cong ràng buộc 0),( =yxϕ , trong lân cận đó có bất đẳng thức f(M)<f(M0) 

Tương tự ta có khái niệm điểm cực tiểu của hàm số với ràng buộc 0),( =yxϕ  

Để đơn giản bài toán tìm cực trị của hàm hai biến với điều kiện 0),( =yxϕ  được kí hiệu 
như sau: 

  
⎩
⎨
⎧

= 0),(
),(

yx
yxextf

ϕ
                                                    

(1.16)
(1.15)

 

Trong đó ext là viết tắt của từ extremum nghĩa là cực trị. 
Định lý 1.13. Giả sử  M0(x0, y0) là điểm cực trị có điều kiện của hàm số f(x,y) với điều kiện 

(1.16) và thoả mãn: 

Các hàm f(x, y) và ),( yxϕ  có các đạo hàm riêng cấp 1 liên tục trong lân cận của M0(x0, y0) 
của đường cong ràng buộc (1.16) 

M0(x0, y0) không phải là điểm dừng của hàm ),( yxϕ . Khi đó tồn tại số thực λ thoả mãn hệ 
phương trình: 

⎩
⎨
⎧

=′+′
=′+′

0),(),(
0),(),(

0000

0000

yxyxf
yxyxf

yy

xx

ϕλ
ϕλ

                                               (1.17) 

Chú ý: Hàm số ),(),(),,( yxyxfyxL λϕλ +=  được gọi là hàm Lagrange và λ được gọi là 

nhân tử Lagrange. Như vậy với điều kiện cho phép ta sẽ đi tìm điểm dừng (x0, y0, λ0) của hàm 
Lagrange (do điều kiện tiên quyết ),,(),( 00000 λϕ λ yxFyx ′= =0), tiếp theo xem xét một số các 

điều kiện của bài toán  (1.15) để có kết luận chính xác xem điểm (x0, y0) có phải là điểm cực trị có 
điều kiện hay không. 

Ví dụ 15: Tìm cực trị của hàm số z = x2 + y2  với ràng buộc ax + by + c = 0, c ≠ 0, 

                a2 + b2 > 0. 

Giải: 
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),( 00 yx

),( yx

a
c

b
c

x

y

0

H.1.10  
Về hình học, đây là bài toán tìm cực trị của bình phương khoảng cách từ gốc toạ độ đến các 

điểm trên đường thẳng (H.1.10). Vậy bài toán có duy nhất cực tiểu đó là chân đường vuông góc 
hạ từ O tới đường thẳng. 

Lập hàm Lagrange: L = x2 + y2 + λ(ax + by + c) 

Tìm điểm dừng của L: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++=′

=+=′
=+=′

0
02
02

cbyaxL
byL
axL

y

x

λ

λ
λ

 

Thay 
2

,
2

byax λλ
−=−= vào phương trình cuối nhận được:         

                                22
22 2,)(

2 ba
ccba
+

=−=+− λλ
 

                               2222 ,
ba

bcy
ba

acx
+

−=
+

−=⇒  

Điểm dừng duy nhất M0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
− 2222 ,

ba
bc

ba
ac  là điểm cực tiểu và giá trị cực tiểu bằng 

22

2

ba
c
+

. 

B. Điều kiện đủ 

Định lý 1.14. Giả sử f(x, y) và ),( yxϕ  có đạo hàm riêng cấp 2 liên tục ở lân cận (x0,y0) 

và (x0, y0, λ) là điểm dừng của hàm Lagrange. Khi đó: 

* Nếu ( ) 2
0000

2
0000

2 ),,(),,(2),,(,, 22 dyyxLdxdyyxLdxyxLyxLd
yxyx

λλλλ ′′+′′+′′=  

xác định dấu đối với dx, dy trong miền thoả mãn ràng buộc: 

 0,0),(),(),( 22
000000 ≠+=′+′= dydxdyyxdxyxyxd yx ϕϕϕ  

thì f(x,y) đạt cực trị có ràng buộc tại (x0, y0). Đạt cực đại nếu d2L(x0, y0,λ) >0 và đạt cực tiểu 
nếu d2L(x0, y0,λ) <0. 
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* Nếu  d2L(x0, y0,λ) không xác định dấu trong miền nói trên thì hàm không đạt cực trị 
ràng buộc tại (x0, y0). 

Ví dụ 16: Giải bài toán 

( )
1

0, 0, 0

ext x y z
xyz
x y z

+ +⎧
⎪ =⎨
⎪ > > >⎩

 

Giải: 

* Hàm Lagrange: L(x,y,z,λ ) = x + y + z + λ(xyz - 1) 

* Tìm điểm dừng:  

    

/

/

/

1 0

1 0

1 0
1 0

x

y

z

L yz

L zx

L xy
xyz

λ

λ

λ

⎧ = + =
⎪

= + =⎪
⎨

= + =⎪
⎪ − =⎩

 

Nhân 2 vế của phương trình thứ nhất với x và để ý đến phương trình thứ tư sẽ nhận 
được 1−=λ  và x = y = z = 1 

* Xét dấu của d2L(1,1,1,-1) với dx, dy, dz thoả mãn 0)(
1
=

=== zyx
xyzd  và  

dx2 + dy2 + dz2 ≠ 0 
Ta có  

yLxLzLLLL zxyzxyzyx
−=′′−=′′−=′′′′=′′==′′ ,,,0 222  

Suy ra )(2)1,1,1,1(2 dzdxdydzdxdyLd ++−=−  

Mặt khác 0)()(
)1,1,1()1,1,1(

=++=++= dzdydxxydzzxdyyzdxxyzd  

Suy ra dz = - dx – dy 

 0)())((2)1,1,1,1( 22222 >+++=+−−=− dydxdydxdydxdxdyLd khi dx2 + dy2+dz2> 0 

Vậy hàm số đạt cực tiểu có ràng buộc tại (1,1,1) và min (x + y + z) = 3 

TÓM TẮT CHƯƠNG 1. 

•Giới hạn : lMf
MM

=
→

)(lim
0

 hay lyxf
yxyx

nn =
→ ),(),( 00

),(lim , 2 2
0 0 0( , ) ( ) ( )d M M x x y y= − + −  

          nếu εδδε <−⇒<<>∃>∀ lMfMMd )(),(0:0,0 0  

•  Sự liên tục của hàm số: Hàm số f(M) xác định trên miền D và DM ∈0 . Ta nói rằng hàm 

số f(M) liên tục tại 0M  nếu )()(lim 0
0

MfMf
MM

=
→
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•  Đạo hàm riêng:  Đặt ),(),(),( 000000 yxfyxxfyxfx −Δ+=Δ  gọi đó là số gia riêng của 

hàm f(x, y) theo biến x tại (x0, y0) và ta có: 

  
x

yxfyx
x
f x

x Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ

),(lim),( 00

000 , 0 0( , )xf x y′ ,  

Tương tự ta có định nghĩa đạo hàm riêng của hàm số đối với y tại M0(x0, y0) và ký hiệu: 

  ),( 00 yxuy′ , ),( 00 yx
y
u
∂
∂

, ),( 00 yxf y′ , ),( 00 yx
y
f
∂
∂  

 Có thể chuyển toàn bộ các phép tính đạo hàm của hàm một biến số: cộng, trừ, nhân, 
chia,… sang phép tính đạo hàm riêng. 

•  Vi phân toàn phần của hàm số f(x, y) tại (x0, y0) : 

  dyyxfdxyxfyxdf yx ),(),(),( 000000 ′+′=     

   dff ≈Δ   hay 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x x y y f x y df x y+ Δ + Δ ≈ +    

•  Đạo hàm riêng cấp cao 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=′′
y
f

y
f

y
f

x
f

x
f

y
f

x
f

x
f yyxxyx 22 ,,,  

hay 2

222

2

2

,,,
y

f
xy
f

yx
f

x
f

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

 

•  Công thức Schwarz :    )()( 00 MfMf yxxy ′′=′′ . 

•  Vi phân cấp cao 

 2
2

22
2

2

2
2 2),( dy

y
fdxdy

yx
fdx

x
fyxfd

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=                                             

Người ta dùng kí hiệu luỹ thừa tượng trưng để viết gọn như sau: 

  ( , ) ( , )
n

nd f x y dx dy f x y
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

•  Đạo hàm của hàm số hợp 

  
s
y

y
u

s
x

x
u

s
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ , 

t
y

y
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂      

•  Đạo hàm của hàm ẩn           
y

x

F
F

dx
dy

′
′

−= ,        
z

y

z

x

F
F

y
z

F
F

x
z

′

′
−=

∂
∂

′
′

−=
∂
∂ ,       

•  Đạo hàm theo hướng.  Nếu hàm số u(x, y, z) khả vi tại M0(x0, y0, z0) và A  bất kỳ có các 
côsin chỉ phương γβα cos,cos,cos  thì: 

γβα cos)(cos)(cos)()( 0000 M
z
uM

y
uM

x
uMu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂
A
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•  Građiên:      ))(),(),(()( 0000 MuMuMuMugrad zyx ′′′=  

                       kMujMuiMu zyx )()()( 000 ′+′+′=                                 

trong đó kji ,,  là các véc tơ đơn vị của các trục Ox, Oy, Oz. 

   graduchu
AA

=
∂

∂    

•  Cực trị: Giải hệ    
/

0 0

/
0 0

( , ) 0

( , ) 0
x

y

f x y

f x y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                           

 ),(),,(),,( 002

2

00

2

002

2

yx
y

fCyx
yx
fByx

x
fA

∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

= Gọi ACB −=Δ 2                         

Nếu Δ > 0 thì hàm số không đạt cực trị tại (x0, y0) 

Nếu Δ = 0 thì chưa kết luận gì được về (x0, y0) 

Nếu Δ < 0 thì hàm số đạt cực trị tại (x0, y0) 

Cụ thể: đạt cực đại nếu A < 0, đạt cực tiểu nếu A > 0 
•Cực trị có điều kiện. Phương pháp nhân tử Lagrange 

Tìm 0 0( , , )x y λ thoả mãn hệ phương trình:  
( , ) ( , ) 0
( , ) ( , ) 0

( , ) 0

x x

y y

f x y x y
f x y x y

x y

λϕ
λϕ

ϕ

′ ′⎧ + =
⎪ ′ ′+ =⎨
⎪ =⎩

     

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 1  

1.1. Miền liên thông D là miền có biên chỉ là một đường cong kín.   
     Đúng                              Sai   

1.2. Nếu tồn tại 
0

0lim ( , )
y y

f x y
→

thì tồn tại 
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

và chúng bằng nhau. 

     Đúng                              Sai  

1.3. Hàm số f(x,y) có đạo hàm riêng tại 0 0( , )x y thì khả vi tại đó. 

    Đúng                               Sai  

1.4. Hàm số f(x,y) khả vi tại 0 0( , )x y thì liên tục tại đó . 

      Đúng                              Sai  

1.5. Hàm số f(x,y) khả vi tại 0 0( , )x y thì có các đạo hàm riêng tại đó .  

     Đúng                              Sai  

1.6. Tồn tại  // //
0 0 yx 0 0( , ), ( , )xyf x y f x y thì   // //

0 0 yx 0 0( , ) ( , )xyf x y f x y=      

     Đúng                              Sai  
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1.7. Nếu f(x,y) có đạo hàm  riêng liên tục đến cấp hai và ( ), ( )x x t y y t= = khả vi đến cấp 

hai thì       2 2
2 // 2 // // 22 .xyx y

d f f dx f dx dy f dy= + +      

     Đúng                              Sai  

1.8. Hàm số f(x,y) đạt cực trị và khả vi tại 0 0( , )x y thì các đạo hàm riêng triệt tiêu tại đó. 

     Đúng                              Sai  

1.9. Các đạo hàm riêng triệt tiêu tại 0 0( , )x y thì hàm số đạt cực trị tại đó 

     Đúng                              Sai  

1.10. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại 0 0( , )x y D∈  thì đạt cực trị tại đó         

     Đúng                              Sai  
1.11. Tìm miền xác định của các hàm số sau:       

    a.   lnz xy= ,                            b.   2 2 2 29 1z x y x y= − − − + − ,              

    c.   1 1z
x y x y

= −
+ −

,         d.   2

1z
y x

=
−

.    

1.12. Tính đạo hàm riêng các hàm số sau: 

    a.   2 2ln( ),z x x y= + +           b.   2 xsin
y

z y= , 

    c.   
3

, 0yz x x= > ,                    d.    
yarctg .
x

z =  

1.13. Chứng minh các hệ thức sau đây với các điều kiện tương ứng  

     a.  / / 2x yxz yz+ = , với 2 2ln( )z x xy y= + +  .  

     b.  / / 0x yyz xz+ = , với 2 2( )z f x y= − ,f(t) khả vi. 

 

1.14. Tính đạo hàm của các hàm số hợp sau:    

     a.  
2 22 2 2, osx,v= xu vz e u c y−= = + .       

     b.  2 2ln( ), , .xz u v u xy v
y

= + = =  

1.15. Tính vi phân toàn phần của các hàm số sau: 

      a.   ln yz tg
x

= . 

      b.   ( osy + xsiny)xz e c= . 

1.16.  Tính đạo hàm của các hàm số ẩn xác định bởi các phương trình tương ứng 

     a.  3 3 2 , onstx y y x a a c− = = , tính /y . 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1. Phép tính vi phân hàm số nhiều biến số 

 29

     b.  
x+yarctg , onst,

a
y a c
a

= =  tính /y . 

     c.  zx+ y+z = e , tính / /,x yz z  

     d.  3 3 3x + y +z  = 3xyz , tính / /,x yz z . 

 1.17.  Chứng minh các hệ thức sau đây, với các điều kiện tương ứng 

      a.  2 2
// // // 2( )xyx y

z z z= , với  ( )xz xf
y

= , f(t) khả vi liên tục đến cấp hai. 

      b.  
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, với  2 21ln ,u r x y
r

= = + . 

      c..  
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, với  2 2 2ln ,u r r x y= = + . 

      d.  
2 2 2

2 2 2 0u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, với  2 2 21 ,u r x y z
r

= = + + . 

1.18.  Cho  2 3u xy z= , 0 1(1, 2, 1), (0,4, 3)M M− − . Tính 0

0 1

( )u M
M M

∂
∂
JJJJJJG . 

1.19.  Cho  
2 2 2

2 2 2

x y zu
a b c

= + + , ( , , ),r x y z=
G

. Tính 
( )u M

r
∂
∂
G , r

G
gọi là véc tơ bán kính. 

       Khi nào 
( )u M gradu

r
∂

=
∂
G  

1.20. Cho  
2 2 2

1 1u
r x y z

= =
+ +

, ( os ,cos ,cos )l c α β γ=
G

.Tính 
( )u M

l
∂
∂
G ? 

       Khi nào ( ) 0u M
l

∂
=

∂
G . 

1.21. Tìm cực trị của các hàm số  

     a.  )4)(( +−+= yxyxez x . 

 

     b.  xyyxz 333 −+= . 

 

     c.  ),2)(2( 22 ybyxaxz −−=  0≠ab . 

 

     d.  .ln10ln422 yxyxyxz −−++=  

 

      e.  yxyxz −−+= 33 . 
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      f.  2244 242 yxyxyxz −+−+= .  

 

      g.  ,2050
yx

xyz ++=    với  x > 0, y > 0  . 

      h.  yxyxz 233 −+= .      

 

1.22. Tính khoảng cách từ gốc toạ độ đến mặt phẳng x + 2y + 3z = 3. 

1.23. Cho ellipse 
2 2

1
4 9
x y

+ = , tìm các điểm trên đó có khoảng cách gần nhất đến đường 

thẳng 3x – 4y = 0. 
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CHƯƠNG 2.  TÍCH PHÂN BỘI 

GIỚI THIỆU 

Ta đã biết, ứng dụng của tích phân xác định, từ hình học, cơ học đến vật lý, kỹ thuật là rất 
đa dạng. Tuy nhiên các đại lượng đề cập đến chỉ phụ thuộc vào một biến số, đó là sự hạn chế đáng 
kể. Sự mở rộng tự nhiên của hàm một biến kéo theo sự mở rộng của tích phân đơn (tích phân xác 
định) đã làm tăng khả năng ứng dụng, chẳng hạn tính khối lượng của vật thể hai chiều, ba chiều, 
từ đó có thể tính được khối tâm, các mô men quán tính của vật thể, v.v...Chương này cho chúng ta 
phương pháp tính tích phân bội hai, bội ba và trên nguyên tắc có thể mở rộng cho tích phân bội n 
(n lớp). Các khái niệm về tích phân bội cũng giống như tích phân xác định, đều dựa trên sơ đồ vi 
phân (tính yếu tố vi phân rồi lấy tổng). Sự tồn tại, cũng như tính chất của tích phân bội giống như 
tích phân xác định. Chính vì thế, để học tốt chương này, chúng ta cần nắm vững các phương pháp 
tính tích phân xác định và mô tả được miền xác định của hàm nhiều biến. 

Trong chương này, yêu cầu nắm vững các nội dung chính sau đây: 

1. Tích phân bội hai. 
Mô tả được miền lấy tích phân bội hai bằng hình học và hệ các bất phương trình. Từ đó suy 

ra các cận của các tích phân đơn. Trong một số trường hợp nên thực hiện phép đổi biến số để tính 
dễ dàng hơn, đặc biệt thường chuyển sang tọa độ cực. 

2. Tích phân bội ba. 
Tương tự như tích phân bội hai, phải mô tả được miền lấy tích phân bội ba. Trên cơ sở đó 

tìm được các cận của các tích phân đơn. Tùy từng hàm dưới dấu tích phân và miền lấy tích phân 
có thể thực hiện phép đổi biến số, đặc biệt thường chuyển sang tọa độ cầu hoặc tọa độ trụ để tính 
toán cho đơn giản. 

NỘI DUNG 

2.1 Tích phân bội hai ( Tích phân kép) 

2.1.1 Bài toán mở đầu 

Bài toán:  Cho vật thể V ∈ 3  giới hạn bởi các mặt sau đây: mặt phẳng Oxy, mặt trụ có 
đường sinh song song với trục Oz và đường chuẩn L là biên của miền đóng hữu hạn D⊂  2  và 
mặt cong cho bởi phương trình z= f(x,y), Dyx ∈),( ,  trong đó f(x,y) liên tục và không âm trên 
miền D. Hãy tính thể tích vật thể V ( thường gọi V là hình trụ cong). 

Cách tính:            
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iSΔ

),( yxfz =

 
Chia hình trụ cong V thành n hình trụ cong bằng cách chia miền D thành n mảnh không 

dẫm lên nhau bởi một lưới các đường cong trong mặt phẳng Oxy. Gọi tên và diện tích các mảnh 

đó là iSΔ , ( i= n,1  ) . Dựng các hình trụ cong có các đáy dưới là iSΔ  ; đáy trên là phần của mặt 

phẳng cong z= f(x,y) , đường sinh song song với trục Oz.  Gọi tên và thể tích các hình trụ cong 

thành phần là iVΔ  ( i = n,1 ).  

Như vậy                                         V= ∑
=
Δ

n

i
iV

1
 

Nhận xét: Lấy tuỳ ý M i ( ii yx , ) iSΔ∈  ( i= n,1  ). Vì miền iSΔ  là nhỏ và hàm f(x,y) liên 

tục nên trên miền iSΔ  nên giá trị f(x,y) khác f( ii yx , ) rất ít, do đó  iVΔ  ),( ii yxf≈  iSΔ .   Như 

vậy                                               V ),(
1

ii

n

i
yxf∑

=
≈ iSΔ  

Gọi d i  là đường kính của mảnh  iSΔ  ( i= n,1  ) (ta gọi đường kính của miền E là số 

{ } ),,),( EQEPQPdSupd ∈∈=  

Rõ ràng sự xấp xỉ theo công thức trên của V càng chính xác nếu ta chia càng nhỏ miền D . 
Vậy thể tích V sẽ bằng giới hạn nếu có của tổng ở vế phải khi ∞→n  sao cho 0max →id . 

                       
i

n

i imaxd 0 i 1
V lim f (x , y )

→
=

= ∑ iSΔ   

 Chú ý: Ý tưởng tính thể tích hình trụ cong hoàn toàn như tính diện tích hình thang cong , ở 
đó dẫn đến khái niệm tích phân xác định, còn ở đây sẽ dẫn đến khái niệm tích phân kép. 

2.1.2 Định nghĩa tích phân kép. 

Cho hàm  z= f(x,y)  xác định trên miền đóng D⊂  2  
* Chia miền D thành n miền nhỏ bởi một lưới các đường cong, gọi tên và diện tích các miền 

là isΔ  ( i= n,1  )  đồng thời kí hiệu d i  là đường kính mảnh thứ i ( i= n,1  )  
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* Lấy tuỳ ý M i ( ii yx , ) isΔ∈  ( i= n,1  ) . 

* Gọi I n = ),(
1

ii

n

i
yxf∑

=
iSΔ  là tổng tích phân cuả f(x,y) trên miền D ứng với một phân 

hoạch và một cách chọn các điểm M1 , M 2 ,...,M n . Khi ∞→n  sao cho maxd i →  0 mà I n hội tụ 

về I không phụ thuộc vào phân hoạch iSΔ và cách chọn M i  iSΔ∈ (i = n,1  ) thì số I gọi là tích 

phân kép của f(x,y) trên miền D và kí hiệu là ∫∫
D

dSyxf ),( . 

Như vậy    ∫∫ ∑
=→

Δ=
D

n

i
iii

d
SyxfdSyxf

i 10max
),(lim),(                              (2.1) 

Có được công thức trên thì nói rằng f(x,y) khả tích trên miền D; f(x,y) là hàm dưới dấu tích 
phân còn x, y là các biến tích phân, dS là yếu tố diện tích. 

Chú ý: 
a. Vì tích phân kép không phụ thuộc vào cách chia miền D nên có thể chia D bởi một lưới 

các đường thẳng song song với các trục toạ độ Ox, Oy. Khi đó iii yxS ΔΔ=Δ   suy ra dS = dx.dy. 

Do đó là tích phân kép thường kí hiệu là:         ∫∫
D

dxdyyxf ),(  

b. Cũng như tích phân xác định, kí hiệu biến lấy tích phân kép cũng không làm tích phân 

kép thay đổi, tức là:  ∫∫
D

dxdyyxf ),( = ∫∫
D

dudvvuf ),(  

c. Nếu f(x,y) 0≥ trên D thì thể tích hình trụ cong đã xét trong phần 2.1.1 được tính theo 

công thức                V= ∫∫ dxdyyxf ),(                     (2.2)  

d. Nếu f(x,y)=1 trên D thì số đo diện tích miền D tính theo công thức                

                 S= ∫∫
D

dxdyyxf ),(              (2.3) 

  

2.1.3. Điều kiện khả tích 

Tương tự như tích phân xác định, ta có: 

* Nếu hàm số f(x,y) khả tích trên miền D thì f(x,y) bị chặn trên miền D ( điều kiện cần của 
hàm khả tích ). 

* Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên miền D, tổng quát hơn: nếu hàm số f(x,y) chỉ có gián đoạn 
loại 1 trên một số hữu hạn cung cong của miền D thì khả tích trên miền D.                                                           

 2.1.4. Tính chất của tích phân kép. 

Từ định nghĩa của tích phân kép, tương tự như tích phân xác định, suy ra được các tính chất 
sau: 
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a. Nếu D được chia thành 2 miền D1, D2  mà  1 2D D∩ = φ  thì f(x,y) khả tích trên D khi và 

chỉ khi nó khả tích trên D1 và D2 đồng thời.  

∫∫∫∫∫∫ +=
21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf      (2.4)      

b..Nếu f(x,y) khả tích trên D và k là hằng số thì: 

dydxyxfkdydxyxfk
DD
∫∫∫∫ = ),(.),(.      (2.5)   

c.Nếu f(x,y), g(x,y) khả tích trên D thì  

               [ ] dydxyxgdydxyxfdydxyxgyxf
DDD
∫∫∫∫∫∫ +=+ ),(),(),(),(    (2.6)  

d. Nếu f(x,y), g(x,y) cùng khả tích trên D và Dyxyxgyxf ∈∀≤ ),(   ),(),(  thì: 

              dydxyxgdydxyxf
DD
∫∫∫∫ ≤ ),(),(                          (2.7)  

e. Nếu f(x,y) khả tích thì ),( yxf  khả tích và 

               dxdyyxfdydxyxf
DD
∫∫∫∫ ≤ ),(),(                 (2.8)  

f. Nếu f(x,y) khả tích trên D và thoả mãn DyxMyxfm ∈∀≤≤ ),(  , ),(  thì 

               MSdydxyxfmS
D

≤≤ ∫∫ ),(         (2.9) 

trong đó S là diện tích miền D. 

2.2. Tính tích phân kép. 

2.2.1. Công thức tính tích phân kép trong tọa độ đề các (Descartes). 

Định lí 2.1. Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên miền D cho bởi hệ bất phương trình 

                                               
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 xyx
bxa

ϕϕ
  

thì             ∫∫ ∫ ∫=
D

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

                                         (2.10)  
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x

y

z

0

H.2.2

S(x)

a

b

x

)(2 xϕ)(1 xϕ

 
Chứng minh: Trước hết xét 0),( ≥yxf  và liên tục trên miền D : 

   
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 xyx
bxa

ϕϕ
   

Trong đó )(),( 21 xx ϕϕ  liên tục trên [a,b]. 

Theo ý nghĩa hình học ta có:  dxdyyxfV
D
∫∫= ),(   

Trong đó V  là thể tích hình trụ cong. Mặt khác, ứng dụng tích phân xác định ta lại có:   

∫=
b

a

dxxSV )( Trong đó S(x) là diện tích thiết diện của hình trụ cong do mặt phẳng vuông góc với 

trục 0x tại điểm x tạo ra. (H.2.2).Từ hình 2.2 ta thấy S(x) là diện tích hình thang cong nằm trên 
mặt phẳng Oyz (bằng phép tịnh tiến) giới hạn bởi trục 0y, các đường )(),( 21 xyxy ϕϕ ==  và 

đường cong z = f(x,y), với x cố định. Theo ý nghĩa tích phân xác định ta có:  dyyxfxS
x

x
∫=

)(

)(

2

1

),()(
ϕ

ϕ

 

Suy ra  ∫ ∫∫∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

b

a

x

xD

dxdyyxfdydxyxf
)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

       

Tích phân lặp trên được qui ước viết theo dạng: 

 ∫∫∫ ∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ )(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(
x

x

b

a

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

 

Bây giờ xét f(x,y) liên tục và có dấu bất kỳ trên miền D. 
Xét các hàm số phụ sau: 
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⎩
⎨
⎧

≥∀
<∀−

=

⎩
⎨
⎧

<∀
≥∀

=

0),(),,(                  0
0),(),,(      ),(

),(

 
0),(),,(                  0
0),(),,(         ),(

),(

2

1

yxfyx
yxfyxyxf

yxf

yxfyx
yxfyxyxf

yxf
      

Các hàm số f1(x,y), f2(x,y) liên tục và không âm trên miền D đồng thời         
),(),(),( 21 yxfyxfyxf −= . 

Theo tính chất c. của tích phân bội và kết quả trên, ta được: 

      
[ ]

 ),(                      

),(),(                      

),(),(                       

),(),(),(

)(

)(

)(

)(
21

)(

)(
2

)(

)(
1

21

2

1

2

1

2

1

2

1

∫∫

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

=

−=

−=

−=

x

x

b

a

x

x

b

a

x

x

b

a

x

x

b

a

DDD

dyyxfdx

dyyxfyxfdx

dyyxfdxdyyxfdx

dydxyxfdydxyxfdydxyxf

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

  

Vậy ta  nhận được công thức (2.10). Như vậy, để tính tích phân kép ta đưa về tính tích phân 
lặp. Công thức (2.10) thể hiện tính tích phân theo biến y (trong khi tính coi x là hằng số) trước và 
theo biến x sau 

Chú ý: 
a. Nếu miền D cho bởi hệ bất phương trình: 

                
1 2

c y d
(y) x (y)
≤ ≤⎧

⎨ψ ≤ ≤ ψ⎩
 

thì nhận được công thức tính tích phân kép tương tự là: 

                 ∫∫∫∫ =
)(

)(

2

1

),(),(
y

y

d

cD

dxyxfdydxdyyxf
ψ

ψ

       (2.11) 

b. Công thức thay đổi thứ tự lấy tích phân hay gọi là công thức Fubini. Trong trường hợp 
này, miền D có tính chất: Mỗi đường thẳng song song với các trục toạ độ cắt miền D nhiều nhất ở 
hai điểm. Khi đó tồn tại hình chữ nhật: 

                                       
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

dyc
bxa

 

có cạnh tiếp xúc với biên của miền D (H.2.3) 

Giả sử q q,ADB ACB  có phương trình là:  bxaxyxy ≤≤== ),(),( 21 ϕϕ , q q,CAD CBD  có 

phương trình là:   dycyxyx ≤≤== ),(),( 21 ψψ  

Từ công thức (2.10), (2.11) nhận được công thức Fubini sau đây: 
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                   ∫∫∫∫ =
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(
y

y

d

c

x

x

b

a

dxyxfdydyyxfdx
ψ

ψ

ϕ

ϕ

     (2.12) 

 

 

 
c. Khi miền D không có tính chất đã nêu trên thì có thể chia miền D thành một số hữu hạn 

các miền D1, D2, ..., Dn có tính chất mô tả ở hình H.2.3 sau đó áp dụng tính chất a. của tích phân 
kép. 

d. Khi miền D là hình chữ nhật dycbxa ≤≤≤≤ ,  và hàm )().(),( 21 yhxhyxf =  thường 
gọi f(x,y) là hàm có biến số phân li thì công thức (2.10) trở thành: 

                        ∫∫∫∫ =
d

c

b

aD

dyyhdxxhdxdyyxf )(.)(),( 21        

 
Ví dụ 1: Tính tích phân sau: 

             dyydxx
D
∫∫ 2  

trong đó D là miền giới hạn bởi các đường  y = 0,  y = 2x và x = a, a>0 

Giải:  Để có hệ phương trình mô tả miền D trước hết phải vẽ miền D (H.2.4). 

 Vậy   D:  
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

xy
ax
20

0
       hoặc    D:   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤

axy
ay

2

20
 

               
55

0

4

0

2
2

2

0

2

0

2

5
2

05
2                  

2
0

2
2

a
a

x

dxxdx
xyxydyxdxdxdyyx

aaxa

D

==

=== ∫∫∫∫∫∫
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x

y

0

a

2a

H.2.4

y=2x

 

 

Ví dụ 2: Tính tích phân:    ∫∫=
0

xydxdyI  

 với D giới hạn bởi các đường 4−= xy  và  2y 2x.=  

Giải:  Vẽ miền D (H.2.5) 
Để vẽ được miền D trước hết phải tìm giao của các đường bằng cách giải hệ phương trình: 

  
⎩
⎨
⎧

=

−=

xy
xy
2

4
2  

 

Ta suy ra:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

4
2

2
2

2

yy

yx
   

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
−=
=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

=
⇒

4
8
2

2

2
4

2

082
2

2

2

2

y
x
y
x

y
y

yx

yy

yx
   

Ta mô tả miền D như sau: 

2D

1D

22 yx=

4+= yx
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D:      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+≤≤

≤≤−

4
2

42
2

yxy
y

  hoặc  21 DDD ∪=  

với  
⎩
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

xyx

x
D

22

20
:1      

⎩
⎨
⎧

≤≤−

≤≤

xyx

x
D

24

82
:2  

Trong trường hợp này nên áp dụng công thức (2.11) tức là lấy tích phân lặp theo biến x 
trước và theo biến y sau: 

 

2

y 44 4 2
2

2 2y
2

4 4
2

2

6
4 3 2

y 4
xI dy xydx y. dxy2

2

1 y   y(y 8y 16 )dy
2 4

41 1 8 y   ( y y 8y ) 90.
22 4 3 24

+

− −

−

+
= =

= + + −

= + + − =
−

∫ ∫ ∫

∫   

Ví dụ 3: Hãy thay đổi thứ tự lấy tích phân sau: 

  ∫∫
−

=
221

0

),(
x

x

dyyxfdxI   

Giải: Vẽ miền D trên cơ sở đã biết các cận của tích phân. theo đầu bài miền D giới hạn bởi 

các đường : 2x 0, x 1, y x, y 2 x .= = = = −  

Đường có phương trình 22 xy −=  chính là nửa đường tròn : 
⎩
⎨
⎧

≥
=+

0
222

y
yx

 

2D

1D

2

2

 
Do tính không trơn của biên miền D nên ta mô tả:  21 DDD ∪=  
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trong đó:    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤

≤≤

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

221
20

21
:,

0
10

:
yx

y
D

yx
y

D  

Vậy  ∫∫∫∫∫ ∫
−−

+==
22 2

0

2

10

1

0

1

0

2

),(),(),(
yyx

x

dxyxfdydxyxfdydyyxfdxI  

Ví dụ 4: Tính thể tích V của vật thể giới hạn bởi các mặt 2222 ,,0 yzRyxz ==+=   

Giải: Vật thể được mô tả bởi hình H.2.7. Vật thể đối xứng qua mặt tọa độ 0xz và 0yz. ta xét 
phần vật thể trong góc phần tám thứ nhất, phần vật thể này được giới hạn bởi các mặt  

0,0,,0 222 ≥≥=+= yxRyxz  và 2yz = .  

Vậy  dxdyyV
D
∫∫= 24  trong đó D là phần tư hình tròn 0,0,222 ≥≥=+ yxRyx . 

Rõ ràng  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤

≤≤
22R0

0
:

xy

Rx
D  

2R

R
R

 

 

dxxRdyydxV
RxRR

2
3

0

22

0

2

0

)(
3
44

22

∫∫∫ −==
−

 

Đổi biến tdtRdxtRx sin,cos −==  
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4
R

!4!
!3!

2
R

3
4   

sin
3
4sin

3
4

4
4

2

0

44
0

2

44

ππ

π

π

==

=−= ∫∫ tdtRtdtRV
 

(Xem công thức Wallis, Tr.139, Toán cao cấp 1A ) 

2.2.2. Công thức tính tích phân kép trong toạ độ cực 

 Trước khi đưa ra công thức tính tích phân kép trong toạ độ cực, ta thừa nhận định lý sau 
liên quan đến phép đổi biến tích phân kép. 

Định lý 2.2: Giả sử f(x,y) liên tục trên miền xyD 0⊂ đồng thời tồn tại các hàm số 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

vuyy
vuxx

 thoả mãn : 

* là  song ánh tử D lên Δ  

* có đạo hàm riêng liên tục trong miền uv0⊂Δ  và định thức Jacobi 0
),(
),(
≠

vuD
yxD

 trong 

miền Δ ( hoặc chỉ bằng 0 ở một số điểm cô lập) khi đó: 

              [ ] dudv
vuD
yxDvuyvuxfdxdyyxf

D ),(
),(.),(),,(),( ∫∫∫∫

Δ

=     (2.13) 

a. Hệ toạ độ cực 
Để xác định vị trí của các điểm trong mặt phẳng, ngoài hệ toạ độ Descartes, người ta còn 

dùng hệ toạ độ cực được định nghĩa như sau: Chọn điểm 0 tuỳ ý gọi là cực và một trục 0x gọi là 

trục cực. Vị trí của điểm M bất kỳ được xác bởi hai số: góc ϕ  giữa trục 0x và véctơ M0  gọi là 

góc cực và Mr 0=  gọi là bán kính véctơ. Cặp ),( ϕr  gọi là toạ độ cực của M và kí kiệu 

),( ϕrM . Tất cả các điểm trên mặt phẳng sẽ ứng với ϕ  biến thiên từ 0 đến π2 hoặc ϕ biến thiên 
từ - π2 đến 0 và  r biến thiên từ 0 đến ∞ . 

Nếu chọn hệ trục toạ độ Descartes 0xy tức là 0 trùng với cực, trục hoành trùng với trục cực 
thì ta nhận được liên hệ sau đây giữa các toạ độ Descartes và toạ độ cực của điểm M (xem H.2.8): 
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r

),(),,( yxMrM ϕ

ϕ

 

 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

 

và ngược lại:    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

x
ytg

yxr

ϕ

222

 , x cùng dấu với ϕcos  hoặc y cùng dấu với sin .ϕ  

b. Phương trình đường cong trong hệ toạ độ cực 

Hệ thức 0),( =ϕrF  hoặc )(ϕrr =  hay )(rϕϕ =  gọi là phương trình đường cong trong 
toạ độ cực, chẳng hạn r = a là phương trình đường tròn bán kính bằng a và tâm ở gốc toạ độ, 

0ϕϕ =  là phương trình nửa đường thẳng xuất phát từ gốc toạ độ và lập với trục cực một góc là 

0ϕ . 

c. Công thức tích phân kép trong toạ độ cực 
Ta thực hiện phép đổi biến số: 

  
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

 

Do đó: r
r
r

rD
yxD

=
−

=
ϕϕ
ϕϕ

ϕ cossin
sincos

),(
),(  

Từ công thức (2.13) suy ra: 

 ∫∫∫∫
Δ

= ϕϕϕ rdrdrrfdxdyyxf
D

)sin,cos(),(        (2.14) 
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)(2 ϕr

)(1 ϕr

1ϕ
2ϕ

 

 

Thường gặp miền Δ  được giới hạn bởi hai tia 21, ϕϕϕϕ ==  và đường cong 

)(),( 21 ϕϕ rrrr ==  (H.2.9), tức là trong hệ toạ độ cực, miền D được mô tả bởi hệ bất phương 
trình: 

  
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()(
:

21

21

ϕϕ
ϕϕϕ

rrr
D  

 

Khi đó công thức (2.15) sẽ có dạng: 

 rdrrrfddxdyyxf
r

rD

)sin,cos(),(
)(

)(

2

1

2

1

∫∫∫∫ =
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ       (2.15) 

Chú ý:  
* Mối quan hệ giữa các định thức Jacôbi của phép biến đổi thoả mãn 

   
D(x, y) D(u, v). 1
D(u, v) D(x, y)

=  

* Nếu cực là điểm trong của miền D và mọi bán kính cực cắt biên miền D tại một điểm có 
bán kính )(ϕr  thì 

rdrrrfddxdyyxf
r

D

)sin,cos(),(
)(

0

2

0
∫∫∫∫ =
ϕπ

ϕϕϕ   

Ví dụ 5:  Tính Idxdyyxx
D

=+∫∫ 22  trong đó D là hình tròn 222)( RyRx ≤+−  

Giải:  Đường tròn 222R)(x Ry =+−  chuyển sang toạ độ cực có phương trình: 

  2222 sin)cos( RrRr =+− ϕϕ  hay 
22

,cos2 πϕπϕ ≤≤−= Rr  

 Tương tự đường tròn 222 )( RRyx =−+  chuyển sang toạ độ cực có phương trình 
πϕϕ ≤≤= 0,sin2Rr   (H.2.10) 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 2. Tích phân bội 

 44

ϕsin2Rr =

ϕcos2Rr =

 
 Vậy miền D trong hệ toạ độ cực được mô tả: 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤−

ϕ

πϕπ

cos20
22

Rr
 

 Theo công thức (2.15) sẽ có: 

   

2R cos2

02

2 2
4 4 5

02
4

4 4

I d r.cos .r.rdr

2R cos1   cos r d 8R cos d
04

4!! 2.4 64R   8R 8R .
5!! 3.5 15

π ϕ

π−

π π

π−

= ϕ ϕ

ϕ
= ϕ ϕ = ϕ ϕ

= = =

∫ ∫

∫ ∫  

   (Xem công thức Wallis,Tr139 Toán cao cấp A1) 

Ví dụ 6:  Tính ∫∫ +=
D

dxdyyxI )(  trong đó D là miền giới hạn bởi các đường thẳng:   

                                       y x, y x 3, y 2x 1, y 2x 1.= − = − + = − = +  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 2. Tích phân bội 

 45

y

x0 3

3

1

- 1
2

12
1−

H.2.11  
Giải:  Phương trình các đường thẳng tạo ra miền D viết lại dưới dạng: 

     12  ,12  ,3 ,0 −=−=−=+=+ yxyxyxyx      (xem H.2.11) 

 Đổi biến  
⎩
⎨
⎧

−=
+=

yxv
yxu

2
 , khi đó  3

12
11

),(
),(

−=
−

=
yxD
vuD

          

    
⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤

Δ
11

30
:

v
u

 

 Suy ra 
3 1 2

0 1

31 1 2 uI u. dudv udu. dv 3.
03 3 3 2Δ −

= − = = =∫∫ ∫ ∫  

Nhận xét: Nếu giải ví dụ trên bằng cách trực tiếp dùng công thức tính tích phân kép trong 
hệ toạ độ đề các thì phải chia miền D thành các miền thành phần rồi áp dụng tính chất a của tích 
phân kép. Như vậy sẽ phức tạp hơn. Ta có thể kiểm tra lại kết quả bằng cách dùng công thức 
(2.10) hoặc (2.11). 

2.3. Tích phân bội ba ( Tích phân 3 lớp) 

2.3.1. Bài toán mở đầu: Tính khối lượng vật thể. 

Bài toán: Cho vật thể V không đồng chất, biết khối lượng riêng là      

                                             Vzyxzyx ∈= ),,(   ),,,(ρρ  

Hãy tính khối lượng của vật thể V. 
Cách tính:  Tương tự như tích phân bội hai, ta chia V tuỳ ý làm n phần không dẫm lên 

nhau bởi một hệ thống các mặt cong. Gọi tên và thể tích các phần đó là ),1(  niVi =Δ . Trong mỗi 

phần thứ i lấy điểm ),,( iiii zyxP  tuỳ ý và gọi đường kính của phần đó là ),1(, nidi = . Khối 

lượng xấp xỉ của vật thể là : ∑∑
==

Δ=Δ=
n

i
iiii

n

i
ii VzyxVPm

11
),,()( ρρ .  
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Nếu tồn tại giới hạn ∑
=→

Δ
n

i
iiii

d
Vzyx

i 10max
),,(lim ρ  thì đó chính là khối lượng của vật thể đã 

cho. Trong thực tế nhiều bài toán dẫn đến việc tìm giới hạn hạn của tổng dạng trên. Chính vì thế 
cần phải có định nghĩa toán học tích phân bội ba. 

2.3.2. Định nghĩa tích phân bội ba. 

Cho hàm số f(x,y,z) xác định trên miền 3V ⊂   

* Chia V tuỳ ý thành n mảnh nhỏ. Gọi tên và thể tích các mảnh đó là ),1(, niVi =Δ , ký hiệu 

đường kính mảnh iVΔ  là id . 

* Lấy tuỳ ý ),1(,),,( niVzyxP iiiii =Δ∈  

* Lập tổng ∑
=

Δ=
n

i
iiiin VzyxfI

1

),,( , gọi đó là tổng tích phân bội ba của hàm f(x,y,z) lấy 

trên miền V ứng mới một phân hoạch và các điểm ),1(, niVP ii =Δ∈  

Khi ∞→n  sao cho 0max →id  mà In hội tụ về I không phụ thuộc vào phân hoạch 1VΔ  

và cách chọn điểm ),1(, niVP ii =Δ∈  thì số I gọi là tích phân bội ba của  f(x,y,z) trên miền V, ký 

hiệu là ∫∫∫
V

dVzyxf ),,( .  

Như vậy:  ∑∫∫∫
=

→
Δ=

n

i
iiiid

V

VzyxfdVzyxf
i 00max

),,(lim),,(      (2.16)  

Tương tự, ta cũng nói rằng  f(x,y,z) khả tích trên miền V. 

Chú ý:  
* Giống như tích phân kép, yếu tố thể tích dV được thay bằng dxdydz và khi đó thường ký 

hiệu tích phân bội ba là: 
V

f (x, y, z)dxdydz.∫∫∫  

* Tương tự như tích phân kép, tích phân bội ba không phụ thuộc vào ký hiệu biến lấy tích 

phân:
V V

f (x, y, z)dxdydz f (u, v, )dudvd .= ω ω∫∫∫ ∫∫∫  

* Ý nghĩa cơ học: Nếu 0),,( ≥zyxf trên miền V thì dxdydzzyxf
V
∫∫∫ ),,(  là khối lượng 

của vật thể V khi vật thể đó có khối lượng riêng (mật độ hay tỉ khối) là f(x,y,z). 

* Rõ ràng thể tích V của vật thể V tính theo công thức: ∫∫∫=
V

dxdydzV                  (2.17) 

* Điều kiện khả tích và tính chất của tích phân bội ba tương tự như tích phân kép. 
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2.4. Tính tích phân bội ba 

2.4.1. Công thức tính tích phân bội ba trong hệ toạ độ đề các 

Định lý 2.3: Nếu f(x,y,z) liên tục trong miền V cho bởi hệ bất phương trình:   

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤

≤≤

),(),(
)()(

21

21

yxzyyxz
xyyxy

bxa
      (2.18)          

thì               ∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(),,(
yxz

yxz

xy

xy

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf    (2.19)  

Hệ bất phương trình (2.18) mô tả miền V là một hình trụ cong giới hạn 
phía trên bởi mặt 2z z (x, y),= giới hạn phía dưới bởi mặt ),(1 yxzz = và giới hạn 

xung quanh bởi mặt trụ có đường sinh song song với trục 0z, đường chuẩn là biên 
của miền D (miền Dxy là hình chiếu của V trên mặt phẳng 0xy (H.2.12), cụ thể 
miền D cho bởi hệ bất phương trình:  

        
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 xyyxy
bxa

 

),(2 yxz

),(1 yxz

)(1 xy
)(2 xy

 
Công thức (2.19) chứng tỏ để tính tích phân bội ba ta đưa về tính tích phân lặp. Khi tính tích 

phân theo biến z ta coi x,y là hằng số. Khi tính tích phân theo biến y coi x là hằng số. Cuối cùng 
tính tích phân theo biến x. 

Chú ý: 
a. Từ công thức (2.10) suy ra công thức (2.119) có thể viết lại như sau:     
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∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

2

1

),,(),,(
yxz

yxzDV

dzzyxfdzdydxdydzzyxf
xy

   (2.19)’ 

b. Thay đổi vai trò của các biến x,y,z ta cũng có công thức thay đổi thứ tự lấy tích phân bội 
ba:   

∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
zyx

zyxD

yxz

yxzD

dxzyxfdydzdzzyxfdxdy
yzxy

   (2.19)”  

trong đó yzD  là hình chiếu của miền V lên mặt phẳng 0yz, còn ),(1 zyxx =  và ),(2 zyxx =  là các 

mặt cong dưới và trên theo hướng 0y để tạo ra miền V.  

Tương tự:     ∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
zxy

zxyD

yxz

yxzD

dyzyxfdzdxdzzyxfdxdy
zxxy

   (2.19)’’’ 

Ví dụ 7: Tính  ∫∫∫ +++
=

V zyx
dxdydzI 3)1(

 trong đó miền V được cho giới hạn bởi các mặt 

phẳng  x = 0, y = 0, z = 0, x + y = 1, x + y – z = 0. 

Giải:  Vẽ miền V (H.2.13).  V  là hình chóp tứ giác có đỉnh là gốc toạ độ, đáy là hình chữ 
nhật ABCD. Mặt trên của V (tam giác OCD) là mặt phẳng có phương trình z = x + y. Mặt dưới 
của V (tam giác OAB ) là mặt phẳng có phương trình 0=z . 

Chiếu V lên mặt phẳng Oxy được tam giác OAB  cho bởi hệ bất phương trình: 

                                         
⎩
⎨
⎧

−≤≤
≤≤

xy
x

10
10

 

 

 
Từ đó theo công thức (2.19) có: 
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( ) ( )

yxxyxx

zyx
dydx

zyx
dzdydxI

+−+−

∫∫∫ ∫∫
+++

−=
+++

=
0

1

0
2

1

0

1

0 0
3

1

0 12
1

1
 

  
( ) ( )

dy
yxyx

dx
x

∫∫
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
−

++
−=

1

0
22

1

0 1
1

221
1

2
1  

 ( ) dx
x

dx
x

dx
yxyx

x

∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−
++

=
− 1

0

1

0

1

0

1

0 1
1

2
1

2
1

21
1

3
1

4
1

1
1

2212
1

2
1

 

 
1

0

1

0
1ln

2
121ln

8
1

6
1 xx +++−−=  

 
1 1 1ln 2 ln 3 .
2 4 3
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ví dụ 8: Tính ∫∫∫=
V

xdxdydzI  với V cho bởi hệ bất phương trình: 

                                        
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤+

≥
≥

4
0
0

22 zyx
y
x

 

Giải: Miền V  cho bởi H.2.14. Ta thấy mặt trên của V  là 4=z , mặt dưới là paraboloid 
tròn xoay 22 yxz += . Hình chiếu D của V lên mặt Oxy  là phần tư hình tròn:   

                                           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤

≤≤
240

20

xy

x
 

 

 

Do đó: 
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( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫
−

+

−−=−−==
2

22

4

0

22
2

0

22
4

44
x

DyxD

dyyxxdxdxdyyxxxdzdxdyI  

  dxyxdxxxx
x24

0

3
2

0

2

0

22

3
4)4(

−

∫∫ −−−=  

  

3 22 52
2 2 2 2

0 0

1 1 2 64(4 x ) d(4 x ) . (4 x ) .
3 3 5 15

= − − − = − − =∫  

 
Tương tự như tích phân kép, ta cũng có công thức đổi biến số trong tích phân bội ba dưới 

đây. 

Định lý 2.4: Cho hàm ),,( zyxf  liên tục trên miền V Oxyz⊂  đồng thời tồn tại các hàm   

số:                                        

x =x(u,v,w)
y =y(u,v,w)
z z(u, v, w)

      (u, v, w)

⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

∈Ω

 

thoả mãn các điều kiện: 

- là  song ánh từ V lên  Ω   

- có các đạo hàm riêng liên tục trong miền uvw0⊂Ω  và định thức Jacobi 

0
),,(
),,(
≠

wvuD
zyxD

trong miền Ω (hoặc chỉ bằng 0 ở một số điểm cô lập). Khi đó: 

[ ]
V

D(x, y, z)f (x, y, z)dxdydz f x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) dudvdw
D(u, v, w)Ω

=∫∫∫ ∫∫∫   (2.20)

  

2.4.2. Công thức tính tích phân bội ba trong toạ độ trụ 

a. Toạ độ trụ : Toạ độ trụ của điểm xyzzyxM 0),,( ∈ là bộ ba số sắp thứ tự ),,( zr ϕ  trong 
đó ),( ϕr  là toạ độ cực của điểm M’(x,y), hình chiếu của M lên mặt phẳng 0xy (H.2.15). Vậy với 
mọi điểm của không gian, ta có:  +∞<<−∞<≤≥ zr ,20,0 πϕ .  
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ϕ r

 
Giữa toạ độ đề các và toạ độ trụ của điểm M có mối liên hệ: 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

zz
ry
rx

ϕ
ϕ

sin
cos

 

Trong trường hợp này  rr
r

zrD
zyxD

=
−

=
100
0cossin
0sincos

),,(
),,( ϕϕ

ϕϕ

ϕ
   (2.21)  

b. Phương trình mặt cong trong toạ độ trụ 

Hệ thức F 0),,( =zr ϕ  hoặc giải ra được đối với các biến số ),,( zrr ϕ=  ),( ϕrzz =  hoặc 
),( zrϕϕ =  gọi là phương trình mặt cong trong toạ độ trụ. Các trường hợp đặc biệt thường gặp 

sau đây: 

0rr =  là phương trình mặt trụ tròn xoay bán kính là 0r  và trục đối xứng là Oz (Trong hệ toạ 

độ Oxyz , mặt trụ này có phương trình 222 ryx =+ ). 

0ϕϕ =  là phương trình nửa mặt phẳng lập với mặt phẳng Ozx  một góc là 0ϕ (tương ứng 

trong Oxyz  phương trình là xtgy .0ϕ=  với 0cos. 0 ≥ϕx ). 

0zz =  là phương trình mặt phẳng song song với mặt phẳng Oxy cắt trục Oz tại điểm có toạ 

độ 0z . Như vậy mặt cong được mô tả trong hệ toạ độ trụ đôi khi có phương trình rất đơn giản so 

với trong hệ toạ độ Đề các. 

c. Công thức tính tích phân bội ba trong toạ độ trụ 
Từ công thức (2.20) và (2.21) ta nhận được: 

         dzrdrdzrrfdxdydzzyxf
V

ϕϕϕ∫∫∫∫∫∫
Ω

= ),sin,cos(),,(           (2.22)

 Thông thường miền Ω  trong toạ độ trụ mô tả bởi hệ bất phương trình: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤

≤≤

),(),(
)()(

21

21

21

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕϕ

rzzrz
rrr  

Khi đó (2.22) trở thành: 

∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

2

1

),sin,cos(),,(
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ
rz

rz

r

rV

dzzrrfrdrddxdydzzyxf     (2.23)  

Ví dụ 9:  Tính ∫∫∫ +=
V

dxdydzyxI )( 22  trong đó V giới hạn bởi các mặt 

,,0 2222 yxzaz +==   0,0,222 >≥=+ azRyx . 

 

 

Giải:  Miền V nằm trong góc phần tám thứ nhất được cho trên hình H.2.16 được giới hạn 
bởi mặt 0xy, mặt nón, mặt trụ. Các mặt nón và mặt trụ có phương trình viết trong toạ độ trụ là: 

Rrraz == ,   (nhận được bằng cách thay ϕϕ sin,cos ryrx ==  vào phương trình các mặt cong 
đã cho). 

Như vậy miền Ω  cho bởi hệ bất phương trình: 

   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤

≤≤
≤≤

a
rz

Rr

0

0
20 πϕ

 

Suy ra  5

0

4

00

3
2

0 5
22 R

a
drr

a
dzdrrdI

Ra
r

R ππϕ
π

=== ∫∫∫∫  
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Chú ý:  Khi miền V có dạng hình trụ và hàm dưới dấu tích phân chứa các biểu thức 
22 yx +  thì thường tính tích phân trong toạ độ trụ sẽ đơn giản hơn trong toạ độ đề các. 

2.4.3. Công thức tính tích phân bội ba trong toạ độ cầu 

a. Toạ độ cầu: Toạ độ cầu của một điểm xyzzyxM 0),,( ∈  là bộ ba số ),,( ϕθr  trong đó 

θ,OMr =  là góc giữa trục z0  và M0  và ϕ là góc giữa trục x0  và '0M  , ở đây M’ là hình 

chiếu của M trên 0xy (H.2.17). Vậy với mọi điểm của không gian sẽ có: 
πϕπθ 20,0,0 <≤≤≤≥r . Dễ thấy giữa các toạ độ đề các và toạ độ cầu có mối quan hệ: 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

cos
sinsin
cossin

rz
ry
rx

 

Và như vậy  θ
θθ

ϕθϕθϕθ
ϕθϕθϕθ

ϕθ
sin

0sincos
cossincoscossinsin
sinsincoscoscossin

),,(
),,( 2r

r
rr

r

rD
zyxD

−=
−

−
=   (2.24) 

z

x

y0

ϕ

θ

r

z

x

y

),,( zyxM

)0,,(' yxM

H.2.17
 

b. Phương trình mặt cong trong toạ độ cầu  

Hệ thức 0),,( =ϕθrF  hoặc giải ra được đối với các biến số ),();,();,( θϕϕϕθθϕθ rrrr ===  
gọi là một phương trình mặt cong trong toạ độ cầu. Các trường hợp đặc biệt thường gặp sau đây: 

0rr =  mô tả mặt cầu tâm gốc toạ độ 0 và bán kính r0 ( trong hệ toạ độ 0xyz, mặt cầu này có 

phương trình 2
0

222 rzyx =++ ). 

0θθ = là phương trình của mặt nón tròn xoay, đỉnh 0 và trục đối xứng là 0z có góc mở là 

θ2  (mặt nón này trong hệ 0xyz có phương trình ztgyx .22 θ=+ ). 

0ϕϕ =  là phương trình nửa mặt phẳng lập với mặt phẳng 0xy một góc 0ϕ (nửa mặt phẳng 

này trong hệ toạ độ 0xyz có phương trình xtgy .0ϕ=  với 0cos 0 ≥ϕx ). 
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c. Công thức tính tích phân bội ba trong toạ độ cầu 
Từ công thức (2.20) và (2.24) ta nhận được: 

∫∫∫∫∫∫
Ω

= ϕθθθϕθϕθ ddrdrrrrfdxdydzzyxf
V

sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2   (2.25)  

Ta hay gặp miền Ω trong toạ độ cầu mô tả bởi hệ bất phương trình: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤<
≤≤

≤≤

),(),(
)()(

21

21

21

ϕθϕθ
ϕθθϕθ

ϕϕϕ

rrr
 

Khi đó công thức (2.25) trở thành: 
2 2 2

1 1

( ) r ( , )
2

V ( ) r ( , )

f (x, y, z)dxdydz d sin d f (r sin cos , r sin sin , r cos )r dr
ϕ θ ϕ θ ϕ

ϕ θ ϕ θ ϕ

= ϕ θ θ θ ϕ θ ϕ θ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  (2.26) 

Ví dụ 10:  Tính  ∫∫∫
++

=
V

dxdydz
zyx

I
222

1
, trong đó V là miền giới hạn bởi hai mặt 

cầu 1222 =++ zyx  và 4222 =++ zyx  

Giải:  Chuyển sang toạ độ cầu, hai mặt cầu đã cho có phương trình lần lượt là 2,1 == rr . 
Gốc toạ độ là điểm trong của miền V nên miền Ω  cho bởi hệ bất phương trình:  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
≤≤

21
0

20

r
πθ
πϕ

 

Do đó : 

  
2 2

2 2

0 0 1

21 1I d sin d .r dr 2 ( cos ) r 6 .
0 1r 2

π π π
= ϕ θ θ = π − θ = π∫ ∫ ∫  

Ví dụ 11:  Tính ∫∫∫ +=
V

dxdydzyxI )( 22  trong đó V là miền ngoài giữa hình trụ 

222 Ryx ≤+  và hình cầu 2 2 2 2x y z 4R .+ + ≤  

Giải: Một thiết diện của miền V cho trên hình H.2.18. Xét trong hệ toạ độ cầu, mặt cầu có 

phương trình Rr 2= , mặt trụ có phương trình 
θsin

Rr =  (thay ϕθϕθ sinsin,cossin ryrx ==  

vào phương trình 222 Ryx =+ sẽ nhận được kết quả trên). Để tìm sự biến thiên của θ  ta xét giao 

của mặt cầu và mặt trụ: 
θsin

2 RRr == . Suy ra 
6

5,
6

,
2
1sin πθπθθ ==⇒=  
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6
π

 
Vì V là vật thể tròn xoay nhận Oz làm trục đối xứng, nhận mặt phẳng Oxy làm mặt phẳng 

đối xứng và hàm dưới dấu tích phân chẵn đối với x, y cho nên 

  ∫ ∫ ∫ ∫ −==
π

π

π
θ

π

π
θθ

θ
πθθθϕ

2

0

2

6

2

sin

2

6

3
5

5
5
424 sin)

sin
132(sinsin2

R

R
dRdrrddI  

     

2

6

3
52

6

2
2

2

6

5 cot)cos
3
1cos(32

5
4

sin
)1(sin32

5
4

π

π

π

π

π

π
θθθπ

θ
θθθθπ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−= ∫∫ gRddoscR  

     544 3 R .
5

= π  

Chú ý: Khi miền V có dạng hình cầu, hàm dưới dấu tích phân chứa các biểu thức 

dạng 22 yx +  hoặc 222 zyx ++   nên chuyển sang toạ độ cầu, hoặc toạ độ trụ để tính toán cho 
đơn giản hơn.Ta có thể kiểm tra lại kết quả của ví dụ trên bằng cách dùng toạ độ trụ. 

 TÓM TẮT CHƯƠNG 2.  

•  Tính tích phân kép trong toạ độ đề các                                                                                    

           Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên miền D cho bởi hệ bất phương trình 

                    
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 xyx
bxa

ϕϕ
   thì    ∫∫ ∫ ∫=

D

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

  

•  Tính tích phân kép trong toạ độ cực 

      Nếu hàm số f(x,y) liên tục trên miền Δ  cho bởi hệ bất phương trình 
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         1 2

1 2( ) ( )r r r
ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ
≤ ≤⎧

⎨ ≤ ≤⎩
     thì     rdrrrfddxdyyxf

r

rD

)sin,cos(),(
)(

)(

2

1

2

1

∫∫∫∫ =
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ    

•   Thay đổi thứ tự lấy tích phân (công thức Fubini ) 

                                               ∫∫∫∫ =
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(
y

y

d

c

x

x

b

a

dxyxfdydyyxfdx
ψ

ψ

ϕ

ϕ

 

•  Tính tích phân bội ba trong toạ độ đề các 

                 Nếu f(x,y,z) liên tục trong miền V cho bởi hệ bất phương trình:   

                                        
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤

≤≤

),(),(
)()(

21

21

yxzyyxz
xyyxy

bxa
       

                 thì             ∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(),,(
yxz

yxz

xy

xy

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf     

•  Tính tích phân bội ba trong toạ độ trụ 

Nếu f(x,y,z) liên tục trong miền Ω   mô tả bởi hệ bất phương trình: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤

≤≤

),(),(
)()(

21

21

21

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕϕ

rzzrz
rrr  

thì  ∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

2

1

),sin,cos(),,(
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ
rz

rz

r

rV

dzzrrfrdrddxdydzzyxf    

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 2. 

2.1. Dùng tích phân bội hai có thể xác định được diện tích hình phẳng D   

     Đúng                              Sai   
2.2. Khi hàm dưới dấu tích phân bội hai có dạng biến số phân ly thì tích phân bội hai sẽ là 

tích của hai tích phân xác định. 
     Đúng                              Sai  

2.3. Khi gốc toạ độ là điểm trên biên của miền D thì chuyển sang toạ độ cực ta có ϕ  biến 
thiên từ 0 đến 2π . 

    Đúng                               Sai  

2.4. Khi gốc toạ độ là điểm trong của miền D thì chuyển sang toạ độ cực ta có ϕ  biến thiên 
từ 0 đến 2π . 

      Đúng                              Sai  

2.5. Có thể tính khối lượng vật thể khi biết hàm mật độ ρ  nhờ vào tích phân bội 3. 

     Đúng                              Sai  
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2.6.  Có thể tính thể tích vật thể nhờ tích phân bội 3 
     Đúng                              Sai  
2.7. Có thể biểu diễn tích phân bội 3 qua tích phân lặp gồm tích phân xác định tích phân bội 

2.     
     Đúng                              Sai  

2.8. Hình chiếu miền V lên mặt phẳng Oxy nhận gốc toạ độ là điểm trong thì chuyển sang 
toạ độ trụ hoặc toạ độ cầu sẽ có 0 2ϕ π≤ ≤  

     Đúng                              Sai  

2.9. Hình chiếu miền V lên trục Oz nhận gốc toạ độ là điểm trong thì chuyển sang toạ độ 
cầu sẽ có 0 2θ π≤ ≤ . 

     Đúng                              Sai  
2.10. Đổi thứ tự tích phân các tích phân sau: 

a. 
2

2 4

2

( , ) ,
−
∫ ∫

x

dx f x y dy  

b. 
23

1 0

( , ) ,∫ ∫
y

dy f x y dx  

c. 
osx4

0
2

( , ) ,
−

∫ ∫
c

dx f x y dy

π

π

 

d. 
22 2

1 2

( , ) .
−

−
∫ ∫

x x

x

dx f x y dy  

2.11. Tính các tích phân bội hai sau: 

a. { }3

dxdy , ( , ) : 1, 1, 3 .
(x+y)

= ≥ ≥ + ≤∫∫
D

D x y x y x y  

b. { }, ( , ) : 1, 1 .+ = ≤ ≤∫∫
D

x y dxdy D x y x y  

c. ln( ) ,
D

x y dxdy+∫∫ D là miền giới hạn bởi các đường 1, 1, 1 .= = = +x y y x  

d. 2 ( )
D

x y x dxdy−∫∫ , D là miền giới hạn bởi các đường 2 2, .= =y x x y  

2.12. Tính các tích phân bội hai sau: 

a. 2 2

D

x y dxdy+∫∫   

              D là miền giới hạn bởi các đường tròn 2 2 2 2 2 2, 4 , 0x y a x y a a+ = + = >  

b. 2 2( 1)
D

x y dxdy+ +∫∫ , D là miền giới hạn bởi đường 2 2 0x y x+ − =  
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c. ( 2 1)
D

x y dxdy+ +∫∫ , D là giao của hai hình tròn 2 2 2 22 , 2x y y x y x+ ≤ + ≤  

d. { }2 2 2 24 , ( , ) : 0, 2 .− − = ≥ + ≤∫∫
D

x y dxdy D x y y x y x  

2.13. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 

a. 24 , 6x y y x y= − + =  

b. 2 3 2 3, 8(6 )y x y x= = −  

c. 2 , , 4
2

x xy y y= = − =  

d. 2 2 2 25 1, , , 2 .
2 3

= = = =y x y x x y x y  

2.14. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi các mặt: 

a. 2 2 ,z x y z x y= + = +  

b. 2 2 2 2 2 22 , .+ + = + =x y z z x y z  

2.15. Tính các tích phân bội ba sau: 

a. 2 21, ( , , ) : 0 , 2 , 0 1
4V

zdxdydz V x y z x x y x z x y⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ − −⎨ ⎬
⎩ ⎭∫∫∫  

b. { }(1 ) , ( , , ) : 0, 0, 0, 1
V

x y z dxdydz V x y z x y z x y z− − − = ≥ ≥ ≥ + + ≤∫∫∫  

c. { }2 2, ( , , ) : 0 , 2
V

xyz dxdydz V x y z z a x y z= ≤ ≤ + ≤∫∫∫  

d. 
2 2 2

2 2 2
2 2( ) , ( , , ) : 1, 0 .

3
⎧ ⎫+

+ + = + ≤ >⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫∫∫
V

x y zx y z dxdydz V x y z a
a a
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CHƯƠNG 3. TÍCH PHÂN ĐƯỜNG VÀ TÍCH PHÂN MẶT 

GIỚI THIỆU 

Tích phân đường và tích phân mặt là sự mở rộng của tích phân nhiều lớp trên hai phương 
diện: lấy tích phân trên các cung cong thay cho trên đoạn thẳng, tích phân trên mặt cong thay cho 
miền phẳng, đặc biệt để ý đến việc định hướng của đường cong và mặt cong. Chính vì thế ý nghĩa 
thực tiễn của tích phân đường, tích phân mặt là rất lớn. Hầu hết các bài toán kỹ thuật liên quan 
đến trường véctơ đều liên quan đến tích phân đường, tích phân mặt: tính công của lực, tính thông 
lượng của trường. Tính tích phân đường dẫn đến tính tích phân xác định, tính tích phân mặt dẫn 
đến tính tích phân bội hai, vậy một lần nữa yêu cầu người học phải có kĩ năng tính tích phân xác 
định. 

Trong chương này yêu cầu nắm vững các nội dung chính sau đây: 

1. Tích phân đường loại 1 
Trước hết nhớ lại công thức vi phân cung (xem công thức 4.26, mục 4.4.2,TOÁN CAO 

CẤP A1 ) và để ý rằng cận trên luôn luôn lớn hơn cận dưới. 

2. Tích phân đường loại 2 

Khi tính phải lưu ý đến hướng của đường cong tùy theo hướng đã định mà tìm cận trên, cận 
dưới của tích phân xác định. Trường hợp đường cong kín nên vận dụng công thức Green nếu các 
điều kiện của định lí được thỏa mãn, tổng quát hơn phải sử dụng công thức Xtốc. 

3. Tích phân mặt loại 1 
Chú ý đến công thức tính yếu tố diện tích của mặt cong cho bởi phương trình dạng tường 

minh (chẳng hạn  z = z (x,y)) để từ đó đưa về tính tích phân bội hai trên hình chiếu của mặt cong 
lên mặt phẳng tọa độ tương ứng (mặt phẳng tọa độ Oxy). 

4. Tích phân mặt loại 2 
Để tính tích phân mặt loại hai, trước hết phải xác định các phía của mặt cong đã định hướng 

thông qua các côsin chỉ phương của véctơ pháp tuyến. Tiếp theo, tìm hình chiếu của mặt cong lên 
các mặt phẳng tọa độ. Khi mặt cong kín thường sử dụng công thức Ôxtrôgratxki. 
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NỘI DUNG. 

3.1. Tích phân đường loại một. 

3.1.1. Định nghĩa  

iA

1−iA

iM

ixΔ

iyΔ

 

Cho hàm số ),( yxf xác định trên một cung phẳng pAB  (H.3.1) 

* Chia cung pAB  là n cung nhỏ bởi các điểm chia BAAAAAA nii ≡≡ − ,...,,...,, 110  gọi độ 

dài cung q1i iA A− là ),1(, nisi =Δ  

* Lấy tuỳ ý q
1( , ) , ( 1, )i i i i iM x y A A i n−∈ =  

* Lập tổng ∑
=

Δ=
n

i
iiin syxfI

1
),( gọi là tổng tích phân đường loại một của hàm ),( yxf lấy 

trên cung pAB  ứng với một phân hoạch và một cách chọn tuỳ ý các điểm q
1 , ( 1, )i i iM A A i n−∈ = . 

Nếu khi ∞→n sao cho ni Is ,0max →Δ hội tụ về số I  không phụ thuộc cách chia cung pAB  và 

cách chọn q
1 , ( 1, )i i iM A A i n−∈ = thì  số I gọi là tích phân đường loại một của f(x,y) dọc theo cung 

pAB  và ký hiệu 
p

( , )
AB

f x y ds∫  

Vậy   
pmax 0 1

lim ( , ) ( , )
i

n

i i i
s i AB

I f x y s f x y ds
Δ → =

= Δ =∑ ∫     (3.1) 

Nếu có tích phân (3.1) thì nói rằng f(x,y) khả tích trên pAB .Trong tích phân (3.1),  ds ký 

hiệu độ dài yếu  tố của cung pAB  hay vi phân của cung pAB . 

Mở rộng:  Nếu f(x,y,z) khả tích trên cung p 3⊂AB  thì tích phân đường loại một của f(x,y,z) 

trên cung pAB  ký hiệu là 
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p

( , , )
AB

I f x y z ds= ∫        (3.2) 

Chú ý:  

a. Từ định nghĩa trên ta thấy chiều đi của cung pAB  không đóng vai trò gì cả vì In không 

phụ thuộc vào hướng của cung pAB . Vậy   
p p

( , ) ( , )
AB BA

f x y ds f x y ds=∫ ∫   (3.3) 

b. Rõ ràng nếu gọi l là độ dài cung pAB  thì  
pAB

l ds= ∫       (3.4) 

c. Nếu một dây vật chất có dạng cung pAB  và mật độ khối lượng là ),( yxρ  thì khối lượng 

của dây vật chất đó tính theo công thức: 
p

( , )
AB

m x y dsρ= ∫                   (3.5) 

d. Người ta đã chứng minh được: nếu cung pAB  là cung trơn (tiếp tuyến của cung biến thiên 

liên tục) hoặc trơn từng khúc (chia cung pAB  thành hữu hạn các cung thành phần, các cung thành 

phần là các cung trơn) và f(x,y) liên tục trên cung pAB thì f(x,y) khả tích trên cung p.AB  

e. Vì định nghĩa trên tương tự với tích phân xác định, tích phân bội nên tích phần đường 
loại một có các tính chất giống như tích phân xác định. 

3.1.2.  Công thức tính tích phân đường loại một 

Định lý 3.1.  Giả sử cung pAB  trơn cho bởi phương trình:   

   bxaxyy ≤≤=      ),(  

và hàm số f(x,y) liên tục trên cung pAB . Khi đó: 

  
p

2( , ) ( , ( )) 1 ' ( )
b

aAB

f x y ds f x y x y x dx= +∫ ∫       (3.6) 

Chứng minh: Thực hiện phép chia cung pAB  bởi các điểm niyxA iii ,1),,( =  như định 

nghĩa đã trình bày. Gọi ),1(   , 11 niyyyxxx iiiiii =−=Δ−=Δ −−  (xem H.3.1). Với ii yx ΔΔ ,  khá 

bé thì: 

   i
i

i
iii x

x

y
yxs Δ

Δ

Δ
+=Δ+Δ≈Δ .)(1 222  

Theo công thức Lagrange, ta có i
i i i 1 i

i

y y '( ),     (x , x ), i 1,..., n
x −

Δ
= ξ ξ ∈ =

Δ
 

Suy ra                         ),(,)(1 1
2/

iiiiii xxxys −∈Δ+≈Δ ξξ  

Sau khi thực hiện phép chia cung pAB , ta chọn q
1( , ( )) ,    1,i i i i iM y A A i nξ ξ −∈ =  
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Vậy tổng tích phân tương ứng sẽ là: 

  i

n

i
iii

n

i
iiin xyyfsyfI Δ+≈Δ= ∑∑

== 1

2

1
)('1))(,())(,( ξξξξξ   

Cho ∞→n  sao cho 0max →Δ ix hay 0max →Δ is  thì do sự tồn tại của tích phân đường 

loại một nên vế trái dần đến 
p

( , )
AB

f x y ds∫ , còn vế phải chính là tích phân xác định của hàm số 

)('1))(,( 2 xyxyxf +  trên [a,b] nghĩa là ta nhận được công thức (3.6). 

Nếu cung pAB  cho bởi phương trình tham số: 

   1 2

x x(t)
  ,  t t t

y y(t)
=⎧

≤ ≤⎨ =⎩
 

thì   )(')('
)('

1)('1,)(',
)('
)(')(' 222 tytx

tx
xydttxdx

tx
tyxy +=+==  

Vì ba ≤  và 21 tt ≤ nên công thức (3.6) trở thành : 

  
p

2

1

2 2( , ) [ ( ), ( )] ' ( ) ' ( )
t

tAB

f x y ds f x t y t x t y t dt= +∫ ∫      (3.7) 

Đặc biệt khi pAB  cho trong toạ độ cực 21),( ϕϕϕϕ ≤≤= rr .  

Ta có thể coi rằng  pAB  cho dưới dạng tham số: 

     21sin)(
cos)(

ϕϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

ry
rx

 

Khi đó )()()()( 2222 ϕϕϕϕ rryx ′+=′+′ . Suy ra (3.6) có dạng: 

 [ ]
2

1

2 2

AB

f (x, y)ds f r( ) cos , r( )sin r ( ) r ( )d
ϕ

ϕ

′= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ + ϕ ϕ∫ ∫   (3.8) 

Tổng quát cung p 3⊂AB  cho bởi phương trình tham số 21

)(
)(
)(

ttt
tzz
tyy
txx

≤≤
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

   

 và  nếu  f(x,y,z) khả tích trên cung đó thì: 

 
p

2

1

2 2 2( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( )′ ′ ′= + +∫ ∫
t

tAB

f x y z ds f x t y t z t x t y t z t dt  S (3.9) 

Ví dụ 1: Tính ∫ +
C

dsyx )( , C là biên tam giác với các đỉnh O (0,0), A (1,0), B (0,1). 

Giải: Đường C cho bởi H (3.2) 
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Theo tính chất của tích phân ta có: 

   
p p pC OA AB BO

= + +∫ ∫ ∫ ∫  

Đoạn OA có phương trình y = 0, 10 ≤≤ x  

   
2
1

2
101)(

1

0

2
1

0

==+=+ ∫∫ xdxxdsyx
OA

 

Đoạn AB có phương trình: 10,1 ≤≤−= xxy  

   2111)(
1

0

=+=+ ∫∫ dxdsyx
AB

 

Đoạn BO có phương trình: 10,0 ≤≤= yx  

 
2
1

2
101)(

1

0

2
1

0

==+=+ ∫∫ ydyydsyx
BO

 

(Sử dụng công thức (3.6) trong đó thay đổi vai trò các biến x và y cho nhau) 

C

(x y)ds 1 2.+ = +∫  

Ví dụ 2: Tính dsyxI
L
∫ += 22 , L là đường tròn 2 2x y 2x.+ =  

Giải: Đường tròn L cho bởi H 3.3.  

                                            

1 2

y

x0

L

H.3.3
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Trong toạ độ cực phương trình đường L có dạng 
22

,cos2 πϕπϕ ≤≤−=r . Theo công thức 

(3.8) thì: 

 
2 2

2 2 2
0

0
2

I 2cos 4cos 4sin d 8 cos d 8sin 8.

π π

π

π
−

= ϕ ϕ+ ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ =∫ ∫  

Bạn đọc có thể giải ví dụ 2 bằng cách viết phương trình đường tròn xyx 222 =+ dưới dạng 

tham số: 
x 1 cos t

t .
y sin t
= +⎧

− π ≤ ≤ π⎨ =⎩
 

3.2. Tích phân đường loại hai 

3.2.1. Bài toán mở đầu: Tính công của lực biến đổi 

Bài toán: Một chất điểm M di chuyển dọc theo một cung phẳng pAB  từ điểm A đến điểm B 

dưới tác dụng của lực p( ) ( ) ( ) ( , ),F M P M i Q M j P Q M AB= + = ∈
G GG

. Hãy tính công W của lực đó 
sinh ra. 

Cách tính: Chia cung pAB  làm n cung nhỏ bởi các điểm chia nAAA ,...,, 10 . Gọi isΔ  là độ 

dài cung q1i iA A−  và các thành phần của véc tơ ii AA 1−  là niyx ii ,1;, =ΔΔ   (H 3.4) 

iA

1−iA

A

B

a b

iM

x

y

0

ixΔ

iyΔ

H.3.4
 

Lấy tuỳ ý q
1( , ) −∈i i i i iM x y A A . Nếu cung q1i iA A−  khá nhỏ có thể coi nó xấp xỉ dây cung 

ii AA 1−  và )(MF không đổi (cả chiều và độ lớn) trên cung đó. Vì thế có thể coi rằng công của lực 

sinh ra khi chất điểm di chuyển từ Ai-1 đến Ai theo cung q1i iA A− sẽ xấp xỉ bằng       

iiiiiii yMQxMPAAMF Δ+Δ=− )()().( 1  

Suy ra công W của lực sinh ra sẽ xấp xỉ là: 
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   iiiiii yyxQxyxP Δ+Δ≈∑
=

),(),(W
n

1i

 

Như vậy giới hạn của tổng trên khi ∞→n  sao cho 0max →Δ is  chính là công của lực:  

    ∑
=

→Δ
Δ+Δ=

n

i
iiiiiis

yyxQxyxP
i 10max

),(),(limW  

Ý tưởng tính công của lực dẫn đến khái niệm tích phân đường loại hai. 

3.2.2. Định nghĩa 

Cho hai hàm số P(x,y), Q(x,y) xác định trên cung L (hay cung pAB ) 

* Chia cung L thành n cung nhỏ bởi các điểm chia: BAAAAA nii ≡≡ − ,...,,,...,A 110  

Gọi tọa độ của vectơ ii AA 1−  là ii yx ΔΔ ,  và độ dài cung q1i iA A− là nisi ,1, =Δ . 

* Lấy tuỳ ý q
1( , ) , 1,i i i i iM x y A A i n−∈ = . 

* Lập tổng ∑
=

Δ+Δ=
n

i
iiiin yMQxMPI

1

)()( , gọi đó là tổng tích phân đường loại hai của 

hàm số ),(),,( yxQyxP dọc theo L đi từ A đến B ứng với một phân hoạch của L và một cách 

chọn q
1i i iM A A−∈ . 

* Khi ∞→n sao cho 0max →Δ is hay 0max →Δ ix  và 0max →Δ iy  mà nI hội tụ về 

số I không phụ thuộc cách chia cung L và cách chọn tuỳ ý q
1i i iM A A−∈  thì số I gọi là tích phân 

đường loại hai của các hàm P(x,y),Q(x,y) dọc theo cung pAB  đi từ A đến B và ký hiệu là 

p
( , ) ( , )

AB

P x y dx Q x y dy+∫ . 

* Như vậy 
p 0 1

0

( , ) ( , ) lim ( , ) ( , )
i

i

n

i i i i i ix iAB y

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y y
Δ →

=
Δ →

+ = Δ + Δ∑∫   (3.10) 

Chú ý:  
a. Khác với tích phân đường loại một, ở tích phân đường loại hai, hướng lấy tích phân của 

L là quan trọng. Nếu ta dọc theo cung pAB  đi từ B đến A thì các vectơ 1i iA A−
JJJJJJG

 đổi hướng, tức là 

các thành phân của vectơ đó là ),1(,, niyx ii =Δ−Δ− . Vậy tổng tích phân sẽ đổi dấu, suy ra: 

                          
p p

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
AB BA

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy+ = − +∫ ∫    (3.11) 

b. Công sinh ra do lực F P(x, y)i Q(x, y) j= +
G G G

để  chất điểm dịch chuyển từ A đến B theo 

cung pAB  sẽ là:         
p

W P(x,y)dx ( , )
AB

Q x y dy= +∫       (3.12)  
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c. Nếu pAB  là đường cong trong không gian có ba hàm số P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z) xác định 

trên cung pAB  thì tích phân đường loại hai của ba hàm số đó cũng được ký hiệu là:                     

p
( , , ) ( , , ) ( , , )+ +∫

AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz      (3.13) 

d. Cho L là đường cong phẳng (nằm trên mặt phẳng 0xy) và kín. Người ta qui ước gọi 
hướng dương của đường cong L là hướng sao cho một người đi dọc L theo hướng đó thì thấy 
miền giới hạn bởi L gần mình nhất ở bên trái. Tích phân lấy theo hướng dương  thường ký hiệu là 
:                                

 ∫
+

+
L

dyyxQdxyxP ),(),(  

Còn tích phân lấy theo hướng ngược lại  sẽ dùng  dấu ∫
−L

 

e. Tương tự tích phân đường loại một, người ta cũng chứng minh về sự tồn tại tích phân 

đường loại hai: Nếu cung pAB  trơn hoặc trơn từng khúc và các hàm P(x,y), Q(x,y) liên tục trên 

cung đó thì tồn tại tích phân đường loại hai của hai hàm P(x,y), Q(x,y) lấy theo cung p.AB  

f. Tích phân đường loại hai cũng có các tính chất tương tự như tích phân xác định. 

3.2.2. Công thức tính tích phân đường loại hai. 

Định lý 3.2. Giả sử hai hàm số P(x,y), Q(x,y) liên tục trên cung pAB  trơn cho bởi phương 

trình tham số:                  
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

 

Điểm A ứng với giá trị tham số Att = , B ứng với giá trị tham số Bt . Khi đó: 

 
p

( , ) ( , ) [ ( ( ), ( )) '( ) ( ( ), ( )) '( )]+ = +∫ ∫
B

A

t

tAB

P x y dx Q x y dy P x t y t x t Q x t y t y t dt     (3.14) 

Chứng minh: Ta thực hiện phép chia cung pAB  như đã trình bày trong phần định nghĩa. 
Khi đó đoạn [ ]BA tt ,  tương ứng được chia thành n đoạn bởi các số ti tương ứng với các điểm 

niAi ,1, =  nBA tttt ≡≡ ,0  và theo định lý Lagrange ta có: 

                                 
iiiii

iiiii

ttytytyy

ttxtxtxx

Δ=−=Δ

Δ=−=Δ

−

−

)(')()(

)(')()(
**

1

*
1  

trong đó *** , ii tt  là điểm nằm trong khoảng 11 ),,( −− −=Δ iiiii ttttt . Để lập tổng tích phân 

∑
=

Δ
n

i
iii xyxP

1

),( , ta chọn các điểm q
1( , )i i i i iM x y A A−∈ , sao cho )(),( **

iiii tyytxx == . Khi đó   

p

* * *
max 0 1

( , ) lim ( ( ), ( )) '( )
i

n

i i i i
t iAB

P x y dx P x t y t x t t
Δ → =

= Δ∑∫  
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Vì điều kiện đủ tồn tại tích phân đã thoả mãn nên với cách chọn iM  như trên ta có: 

                
p A

( , ) ( ( ), ( )) '( )
Bt

tAB

P x y dx P x t y t x t dt=∫ ∫       (3.15) 

Lý luận tương tự ta có:   
p

( , ) ( ( ), ( )) '( )
B

A

t

tAB

Q x y dy Q x t y t y t dt=∫ ∫      (3.16) 

Vậy cuối cùng ta nhận được công thức (3.14). 

Trường hợp đường cong pAB  trong không gian 0xyz cho bởi phương trình tham số: 

                    
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 

Các điểm A,B tương ứng với các tham số BA tt , khì đó chứng minh hoàn toàn tương tự, ta 
có:   :  

p

/ / /( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
B

A

t

tAB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz P x t y t z t x t Q y t R z t dt⎡ ⎤+ + = + +⎣ ⎦∫ ∫ … …

           (3.17) 

Khi cung pAB  phẳng cho bởi phương trình dạng tường minh y=y(x), A,B có hoành độ tương 
ứng là a, b thì theo công thức (3.14) , coi x là tham số, ta nhận được: 

p
[ ]( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ( )) '( )

b

aAB

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y x y x dx+ = +∫ ∫     (3.18) 

hoặc nếu pAB  cho bởi phương trình x=x(y) , A,B có tung độ tương ứng là c,d thì  

p
[ ]( , ) ( , ) ( ( ), ) '( ) ( ( ), )

d

cAB

P x y dx Q x y dy P x y y x y Q x y y dy+ = +∫ ∫     (3.19) 

Ví dụ 3: Tính công sinh bởi lực jxiyF +−=  sinh ra dọc theo  ellipse 12

2

2

2

=+
b
y

a
x và theo 

hướng dương của nó. 
Giải: Phương trình tham số của đường ellipse đã cho là: 

   π20        
sin
cos

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

t
tby
tax

 

t tăng từ 0 đến π2 ứng với hướng dương của đường ellipse. Do đó công sinh bởi lực F  sẽ 
là:                  
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2

0L
2

0

A xdy ydx (a cos t.bcost bsin t.a sin t)dt

   ab dt 2 ab.

+

π

π

= − = +

= = π

∫ ∫

∫

v
 

Ví dụ 4: Tính ∫ ++−=
L

dyyxdxxxyI )()2( 22  trong đó L là cung của parabôn 21 xy −=  

đi từ điểm A(0,+1) đến điểm B(-1,0). 

Giải:         xdxdyxy 21 2 −=⇒−=  

    
1

2 2 2 4

0

I 2x(1 x ) x (x 1 2x x )( 2x) dx
−

⎡ ⎤= − − + + − + −⎣ ⎦∫  

       
1

5 3 2

0

7( 2x 2x 3x )dx .
6

−

= − + − =∫           

3.3. Công thức Grin (Green) 

Giả sử D là miền liên thông, bị chặn có biên là L gồm một hay nhiều đường cong kín trơn 
hoặc trơn từng khúc. Sau đây ta sẽ đưa ra công thức liên hệ giữa tích phân đường loại hai dọc theo 
L và tích phân bội hai trên miền D có tính chất đã nêu ra. 

Định lý 3.3.  Cho các hàm số  P(x,y), Q(x,y) liên tục cùng các đạo hàm riêng cấp một trong 
miền D  có biên là đường L, khi đó:  

  ∫∫∫
+

+=
∂
∂

−
∂
∂

LD

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q )(        (3.20) 

)(2 xy

)(1 xy

 
Chứng minh: 
a. Trước hết xét miền D đơn liên và đơn giản theo nghĩa nó được mô tả bởi hệ bất phương 

trình: (Xem H.3.5)   

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 xyyxy
bxa

        

 hoặc  
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

)()( 21 yxxyx
dyc
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  p p pL AB BC CA= ∪ ∪  

  pAC  có phương trình : bxaxyy ≤≤=   ),(1  

           pBC  có phương trình )()(  , 21 byybybx ≤≤=  

  pAB  có phương trình bxaxyy ≤≤=   ),(2  

 Theo công thức tính tích phân kép ta có: 

  

∫∫

∫∫∫∫∫

−=

=
∂
∂

=
∂
∂

b

a

b

a

b

a

xy

xy

b

aD

dxxyxPdxxyxP

dx
xy
xy

yxPdy
y
Pdxdxdy

y
P

))(,())(,(               

)(
)(

),(

12

1

2
)(

)(

2

1   

 Theo công thức tính tích phân đường loại hai (3.18) và chú ý a. ta có: 

               
pp

2 1( , ( )) ( , ) , ( , ( )) ( , )
b b

a aAB AC

P x y x dx P x y dx P x y x dx P x y dx= =∫ ∫ ∫ ∫ ,suy ra                

  
p p

( , ) ( , )
D AB CA

P dxdy P x y dx P x y dx
y

∂
= +

∂∫∫ ∫ ∫  

 Mặt khác 
p

( , ) 0
BC

P x y dx =∫  vì pBC  có phương trình x=b nên dx=0. Vậy 

  
p p p

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D LAB BC CA

Pdxdy P x y dx P x y dx P x y dx P x y dx
y

∂
= + + =

∂∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫v  

Tương tự ta có: ∫∫∫ =
∂
∂

LD

dyyxQdxdy
x
Q ),(  

Từ các kết quả này suy ra công thức Green (3.20)  

b. Xét D là miền đơn liên bất kỳ (H.3.6). Ta luôn có thể phân hoạch miền D thành hữu hạn 
các miền đơn giản, chẳng hạn có thể chia D thành 3 miền có chung biên là đoạn AB và BC. Theo 
tính chất của tích phân bội hai và kết quả đã chứng mình phần trên, ta có 

y

x
0

A

b

H.3.6

2D

3D

1Dm
p

n

B

C
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                  ∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=
∂
∂

−
∂
∂

321

)(
DDDD

dxdy
y
P

x
Q

 

  

p p q

p q

p q

1

2

3

( )

( )

( )

D AB BC CmA

D CB BpC

D BA AnB

Q P dxdy Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

Q P dxdy Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

Q P dxdy Pdx Qdy Pdx Qdy
x y

∂ ∂
− = + + + + +

∂ ∂

∂ ∂
− = + + +

∂ ∂

∂ ∂
− = + + +

∂ ∂

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

 

Cộng các vế với các hệ thức trên và để ý đến chú ý a. của tích phân đường loại hai, ta nhận 
được được công thức Green (3.20). 

c. Trường hợp D là miền đa liên, chẳng hạn D là miền nhị liên (H.2.7), biên L gồm hai 
đường L1 và L2 rời nhau. Ta có thể chia miền D thành 4 miền nhỏ. Áp dụng công thức Green cho 
cả 4 miền và sử dụng chú ý a, ta cũng nhận được công thức (3.20). Trong trường hợp này cần lưu 
ý: Tích phân dọc theo L1 có hướng ngược chiều kim đồng hồ, còn tích phân dọc theo L2 có hướng 

thuận chiều kim đồng hồ. Như vậy tích phân ∫
+

+
L

QdyPdx  đúng là lấy theo hướng dương của 

biên L như đã qui ước ở chú ý d. 

y

x
0

H.3.7

1L2L

 
Chú ý: Công thức Green (3.20) cho ta công thức tính diện tích miền phẳng D nhờ vào tích 

phân đường loại hai như sau:  

Lấy trong (3.20) các hàm yyxP −=),(  và xyxQ =),(  thì 1,1 =
∂
∂

−=
∂
∂

x
Q

y
P

  

Suy ra:         ∫
+

−=
L

ydxxdyS
2
1  trong đó S là diện tích miền D.                      (3.21) 

 
Ví dụ 5: Tính diện tích ellipse với các bán trục a,b. 

Giải: Có thể coi ellipse có phương trình 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 hay dạng tham số  

  tax cos= , π20  ,sin ≤≤= ttby . 
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Áp dụng (3.21) có abdttabtabydxxdyS
L

π
π

=+=−= ∫∫
+

2

0

22 )sincos(
2
1

2
1  

Ví dụ 6: Tính ∫
+

−++++=
L

y dyeyxyxdxyxarctgxI )2()(
322  

L là biên nửa hình tròn  cho bởi bất phương trình 0  ,222 ≥≤+ xyyx . 

 
Giải: Đường L cho trên hình H.3.8 đó là biên của nửa hình tròn bán kính là 1. Đặt:   

                                   
122

2

32

2

+=
∂
∂

⇒++=

=
∂
∂

⇒+=

− y
x
QeyyxxQ

y
y
PyxarctgxP

y

 

Vậy: 
2

)( π
==

∂
∂

−
∂
∂

= ∫∫∫∫
DD

dxdydxdy
y
P

x
QI    (nửa diện tích hình tròn bán kính là 1). 

Ví dụ 7: Tính ∫ −++++=
C

y dyeyyxxdxyxarctgxJ )2()(
322  với C là nửa đường tròn 

bên phải đi từ gốc toạ độ đến A(0,2): 0   ,222 ≥=+ xyyx . 

Giải:  Gọi L là đường cong gồm nửa đường tròn C và đoạn OA. Rõ ràng : 

   
p

32 2( ) ( 2 )y

AO

I J xarctgx y dx x yx y e dy−= + + + + +∫  

trong đó I là tích phân của ví dụ 6. 
Đoạn thẳng AO có phương trình x 0,    0 y 2 dx 0= ≤ ≤ ⇒ = . 

Áp dụng công thức tính tích phân đường (3.19) ta có: 

 p

3 3 3

3

0 0
2 2 2 3

2 2

8

1( ) ( 2 ) ( )
3

01 1 1                                                                   ( 1).
23 3

− − −

−

+ + + + = = − −

= − = −

∫ ∫ ∫y y y

AO

y

xarctgx y dx x yx y e dy y e dy e d y

e
e

 

Cuối cùng 8
1 1J (1 ).

2 3 e
π

= + −  
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Chú ý: Trong ví dụ 7 ta đã thêm một đường thẳng thích hợp để áp dụng công thức Green, 
đương nhiên sau đó phải bớt đi tích phân lấy dọc theo đoạn thẳng đó (hay cộng với tích phân lấy 
theo hướng ngược lại). Nhiều bài toán phải làm như vậy bởi vì nếu tính trực tiếp sẽ rất khó khăn. 

3.4. Định lý bốn mệnh đề tương đương 

Xuất phát từ công thức Green (3.20), sau đây ta sẽ nhận được các điều kiện để biểu thức 
P(x, y)dx Q(x, y)dy+  là vi phân toàn phần của hàm u(x,y) nào đó; để tích phân đường của một 
biểu thức  không phụ thuộc vào dạng đường cong lấy tích phân. Trong các trường hợp này, miền 
liên thông D phải là đơn liên (biên  có duy nhất một đường cong kín). 

Định lý 3.4: Giả sử các hàm P(x,y), Q(x,y) liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một của 
chúng trong miền đơn liên D. Khi đó bốn mệnh đề sau đây tương đương với nhau: 

(1).  Dyx
x
Q

y
P

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(    ,  

(2).  0=+∫
L

QdyPdx , L là đường cong kín bất kỳ nằm trong miền D. 

(3).  
pAB

Pdx Qdy+∫ , trong đó cung pAB  nằm trong miền D, chỉ phụ thuộc vào 2 điểm A,B 

mà không phụ thuộc dạng cung pAB . 

(4).  Biểu thức QdyPdx + là vi phân toàn phần của hàm u(x,y) nào đó trên miền D. 

Chứng minh: Định lý được chứng minh theo sơ đồ sau:  )1()4()3()2()1( ⇒⇒⇒⇒
  

:)2()1( ⇒  Gọi D1 là miền giới hạn bởi L, DL ⊂  suy ra DD ⊂1 . Áp dụng công thức 
Green (3.20) cho miền D1 ta có: 

  
1 1D DL

Q PPdx Qdy ( )dxdy 0dxdy 0
x y+

∂ ∂
+ = − = =

∂ ∂∫ ∫∫ ∫∫v  

Suy ra DLQdydxP
L

⊂∀=+∫    ,0     

:)3()2( ⇒ Lấy DBDA ∈∈ , và q q,AmB D AnB D⊂ ⊂  (dạng của các cung là tuỳ ý. H.3.9)  

Suy ra đường cong kín qAmBnA D⊂ . Theo (2) ta có: 
q

0
AmBnA

Pdx Qdy+ =∫v   hay : 

  
q q

0
AmB BnA

Pdx Qdy Pdx Qdy+ + + =∫ ∫  

Suy ra : 
q q

.+ = +∫ ∫
AmB AnB

Pdx Qdy Pdx Qdy  

Chứng tỏ các tích phân không phụ thuộc vào dạng cung pAB . 

:)4()3( ⇒ Ta sẽ xây dựng hàm u(x,y) dưới đây sao cho: QdyPdxyxdu +=),(  
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1M

),( 00 yxA

 
Lấy A(x0,y0) cố định thuộc D và điểm M(x,y) chạy trong miền D (H.3.10). 

 Xét hàm số 

 
q

( , )
AM

u x y Pdx Qdy C= + +∫ với q ,AM D⊂ C là hằng số tuỳ ý.                                (3.22) 

 Rõ ràng hàm số này phụ thuộc vào điểm M(x,y) chứ không phụ thuộc dạng cung qAM  và 

Cyxu =),( 00 . Ta sẽ chứng minh ),( yxP
x
u
=

∂
∂

. Thật vậy, theo định nghĩa đạo hàm riêng tại 

(x,y) ta có     

                 
q q

1
0 0

( , ) ( , ) 1lim lim ( )
h h

AM AM

u u x h y u x y Pdx Qdy Pdx Qdy
x h h→ →

∂ + −
= = + − +

∂ ∫ ∫  

trong đó M1 và M cùng có tung độ là  y, còn hoành độ của M1 là x+h với h đủ bé để 
DM ∈1 . 

Theo (3) có thể lấy q1AM  gồm cung qAM  và đoạn thẳng nằm ngang MM1. Vậy 

  
q

1
0

1lim
h

MM

u Pdx Qdy
x h→

∂
= +

∂ ∫  

 Đoạn MM1 vuông góc với trục Oy và hướng đi từ M(x,y) đến M1(x+h,y), suy ra dy=0 

Vậy:            ∫
+

→
=

∂
∂ hx

x
h

dxyxP
hx

u ),(1lim
0

 

Theo định lý về giá trị trung bình của tích phân xác định thì: 

  hyxPdxyxP
hx

x

),(),( *=∫
+

 

trong đó 10     ,.* <<+= θθ hxx , từ đó ta có: 

  ),(lim *

0
yxP

x
u

h→
=

∂
∂
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Do tính liên tục của hàm P(x,y) vậy ),( yxP
x
u
=

∂
∂

.  

Tương tự ta chứng minh được ).,( yxQ
y
u
=

∂
∂

Vậy tồn tại hàm u(x,y) cho bởi (3.22) để có      

                            du = P(x,y)dx+Q(x,y)dy 

:)1()4( ⇒ ),( yxu∃ để du = Pdx+Qdy hay Q
y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂ , . Suy ra: 

   
x
Q

xy
u

y
P

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
∂
∂

=
∂∂

∂ 22

,  

Do các đạo hàm riêng của P,Q liên tục trên miền D nên các đạo hàm hỗn hợp 
yx

u
∂∂

∂ 2

và 

xy
u
∂∂

∂ 2

 cũng liên tục trên D. Theo định lý Schwarz, ta có 
xy

u
yx

u
∂∂

∂
=

∂∂
∂ 22

 hay là: 

  Dyx
x
Q

y
P

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(    ,  

Hệ quả 1: Nếu QdyPdxyxdu +=),(  trong miền D thì : 

  
p

( ) ( )
AB

Pdx Qdy u B u A+ = −∫       (3.23) 

Chứng minh:      
p p

( , )
AB AB

Pdx Qdy du x y+ =∫ ∫  

Giả sử pAB  cho bởi phương trình y=y(x) và A(xA,yA),B(xB,yB) rõ ràng yA=y(xA),yB=y(xB). 
Chuyển tích phân đường về tích phân xác định theo công thức (3.18), ta có: 

  
p

( , ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )
B

A

x
B

AxAB

x
du x y du x y x u x y x u B u A

x
= = = −∫ ∫  

Hệ quả 2: Nếu QdyPdx +  là vi phân toàn phần của hàm u(x,y) trên toàn mặt phẳng R2 thì 
hàm u(x,y) cho bởi công thức: 

  CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

),(),(),( 0      (3.24)  

hoặc  

CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

),(),(),( 0     (3.25) 

trong đó 22
00 ),(,),( RyxMRyxA ∈∈  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Tích phân đường và tích phân mặt 

                                                          75

x0x

y

0y

 
Chứng minh: Lập hàm số u(x,y) theo công thức (3.22). Vì tích phân không phụ thuộc dạng 

qAM  vì thế có thể  chọn qAM là đường gấp khúc ANM hoặc ALM (H.3.11) 
Đoạn AL song song với trục 0y nên dọc theo nó dx=0. 

Đoạn LM song song với trục 0x nên dọc theo nó dy=0. 

 
q p q

p q

( , )

           ( , ) ( , )
AM AL LM

AL LM

u x y Pdx Qdy C Pdx Qdy Pdx Qdy C

Q x y dy P x y dy C

= + + = + + + +

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

Áp dụng công thức (3.18) có: 

 CdxyxPdyyxQyxu
x

x

y

y

++= ∫∫
00

),(),(),( 0  

Tương tự, lấy tích phân theo đường ANM sẽ nhận được công thức (3.25) 

Chú ý: 
a. Các hàm u(x,y) nếu tồn tại sẽ sai khác nhau hằng số cộng C. 

b. Thông thường lấy )0,0(),( 00 =yx thì tính tích phân (3.24) hoặc (3.25) sẽ đơn giản hơn. 

Ví dụ 8: Chứng minh biểu thức: 

  dyyxydxxyx )32()32( 2222 +−++−  

là vi phân toàn phần của hàm u(x,y) trên R2 và hãy tìm hàm đó. 
 

Giải:   Đặt: 

                   
222

22

),(,432),(

432),(

Ryx
y
Pxy

x
QyxyyxQ

xy
y
PxyxyxP

∈∀
∂
∂

=−=
∂
∂

⇒+−=

−=
∂
∂

⇒+−=
  

Vậy có hàm số u(x,y) để du=Pdx+Qdy. 
Ta có: 
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Cyxyxyx

Cdyydxxyx

CdyyQdxyxPyxu

yx

yx

+++−+=

++++−=

++=

∫∫

∫∫

)(3)(
3
1          

)3()32(          

),0(),(),(

2233

0

2

0

22

00

 

Ví dụ 9: Tính 
p

2 2 ,    (1,1), (2, 4)
AB

xdy ydxI A B
x y

−
=

+∫  

a. Cung pAB  cho bởi phương trình: 21   ,2 ≤≤= xxy , 

b. Cung pAB  bất kỳ tạo với đoạn AB thành đường cong kín không bao gốc toạ độ. 

c. Cung pAB  bất kỳ tạo với đoạn AB thành đường cong kín bao gốc toạ độ 

 
Giải:  Đặt  

)0,0(),(    ,
)(

)(

222

22

22

2

222

22

22

≠∀
∂
∂

=
+
−

=
∂
∂

⇒
+

=

+
−

=
∂
∂

⇒
+

−=

yx
y
P

yx
xy

x
Q

yx
xQ

yx
xy

y
P

yx
yP

 

a. xdxdyxy 22 =⇒= ,(cung AnB) 

4
2

1
2

1
22 2

1
2

2

1
42

22 π
−==

+
=

+
−

= ∫∫ arctgarctgxdx
x

dxdx
xx
xxI  

b. Vì các hàm P, Q thoả mãn định lí 4 mệnh đề tương đương trên bất kì một miền đơn liên 

không chứa gốc toạ độ ,do đó tích phân đã cho không phụ thuộc vào dạng  cung pAB ,sao cho cung 

đó tạo với đoạn AB một đường cong kín không bao gốc toạ độ (H.3.12). Vậy I arctg2 .
4
π

= −  

c.  Khi cung pAB  tạo với đoạn AB một đường cong kín bao gốc tạo độ thì không thể áp 
dụng định lý 4 mệnh đề tương đương được nữa do P,Q không liên tục trong miền đơn liên chứa 
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gốc toạ độ. Trước hết, từ công thức Green suy ra: Tích phân không phụ thuộc dạng cung pAB , 
miễn là cung đó tạo với đoạn AB thành đường cong kín bao gốc toạ độ. Bây giờ ta vẽ đường tròn 
C tâm gốc toạ độ, bán kính đủ bé r.  Xét miền liên thông nhị liên D có biên là C và đường cong 
kín. Theo công thức Green ta có:  

 
q q

0 ( )
D CAnB BmA

Q P dxdy Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy
x y −

∂ ∂
= − = + + + + +

∂ ∂∫∫ ∫ ∫ ∫v  

Suy ra: 

 
q

2
4

C AmB

Pdx Qdy arctg Pdx Qdyπ

+

+ = − − +∫ ∫v  

C cho bởi phương trình tham số: 

  
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

,    πϕ 20 ≤≤   

 πϕϕϕπ
2sincos2

0
2

2222
=

+
=+ ∫∫

+

d
r

rrQdyPdx
C

  

Vậy 
q

92 .
4

= + = −∫
AmB

I Pdx Qdy arctg π  

3.5. Tích phân mặt loại một 

3.5.1. Định nghĩa 

Cho hàm số ),,()( zyxfMf = xác định trên mặt cong S. 

* Chia mặt cong S thành n mảnh không dẫm lên nhau, gọi tên và diện tích của mảnh thứ i là 

niSi ,1, =Δ  và ký hiệu đường kính của mảnh thứ i là id , i 1, n.=  

* Lấy tuỳ ý niSzyxM iiiii ,1,),,( =Δ∈  

* Lập tổng ∑
=

Δ=
n

i
iin SMfI

1
)( gọi là tổng tích phân mặt loại một ứng với một cách chia 

mặt cong S và một cách chọn niSM ii ,1, =Δ∈   

 Nếu khi ∞→n  sao cho 0max →id mà nI  hội tụ về số I không phụ thuộc cách chia mặt 

cong S và cách lấy điểm niSM ii ,1, =Δ∈  thì số I gọi là tích phân mặt loại một của f(M) trên mặt 

cong S ký hiệu ∫∫
S

dSzyxf ),,( . 

 Như vậy  ∑∫∫
=→

Δ=
n

i
iiii

d
S

SzyxfdSzyxf
i 10max

),,(lim),,(     (3.26) 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Tích phân đường và tích phân mặt 

                                                          78

Chú ý:  
a. Từ định nghĩa ta thấy công thức tính diện tích mặt cong S nhờ vào tích phân mặt loại 

một:                                  ∫∫=
S

dSS          (3.27) 

b. Nếu S là mặt cong vật chất có hàm mật độ khối lượng là ),,( zyxρ  thì khối lượng của 
mặt cong vật chất đó sẽ là:    

    ∫∫=
S

dSzyxm ),,(ρ        (3.28) 

c. Người ta đã chứng minh được rằng: Nếu mặt cong S trơn (mặt cong S có pháp tuyến biến 
thiên liên tục) hoặc là trơn từng mảnh (chia S thành hữu hạn các mặt cong trơn) và hàm số 

),,( zyxf liên tục hoặc liên tục từng mảnh trên mặt cong S thì tồn tại tích phân mặt loại một của 
hàm số đó trên S. 

d. Tương tự, tích phân mặt loại một có các tính chất giống như tích phân kép. 

3.5.2. Công thức tính tích phân mặt loại một 

Định lý 3.5: Giả sử hàm số f(x,y,z) liên tục trên mặt cong S trơn cho bởi phương trình 
Dyxyxzz ∈= ),(),,( . Khi đó: 

  dxdyyxzyxzyxzyxfdSzyxf yx
DS

),('),('1)),(,,(),,( 22 ++= ∫∫∫∫   (3.29)  

Chứng minh: Trước hết, ta thừa nhận các kết quả sau: 

 Nếu mặt cong S cho bởi phương trình 0),,( =zyxF  thì các côsin chỉ phương của véctơ 
pháp tuyến tại M(x,y,z) được tính theo công thức: 

   

  

222

'

222

'

222

'

'''
cos

'''
cos,

'''
cos

zyx

z

zyx

y

zyx

x

FFF

F

FFF

F

FFF

F

++
±=

++
±=

++
±=

γ

βα

   (3.30) 

 Trong công thức (3.30), γβα ,,  là góc lập bởi véctơ pháp tuyến của mặt cong S tại 
M(x,y,z) với các trục toạ độ 0x,0y,0z (H.3.13) 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Tích phân đường và tích phân mặt 

                                                          79

α

β
γ

 
Do đó nếu mặt cong S cho bởi phương trình Dyxyxzz ∈= ),(),,(  thì các côsin chỉ 

phương của véctơ pháp tuyến sẽ là: 

2222

'

22

'

''1

1cos,
''1

cos,
''1

cos
yxyx

y

yx

x

zzzz

z

zz

z

++
±=

++
±=

++
±= γβα   (3.31) 

Khi véctơ pháp tuyến n  xác định thì góc γβα ,,  xác định và như vậy trong các công thức 

trên chỉ có dấu + hoặc dấu -. Bây giờ ta chia S thành n mảnh nhỏ niSi ,1, =Δ , tương ứng nhận 

được n hình chiếu các mảnh đó trên mặt phẳng 0xy là niDi ,1, =Δ . Nghĩa là ta đã gián tiếp chia 

miền D, hình chiếu của mặt cong S trên mặt 0xy, làm n phần iDΔ (H.3.14).  

  

 

iM
)( iMn γ

iDΔ

iSΔ
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Lấy tuỳ ý iiiii SzyxM Δ∈),,(  và dựng tiếp diện )( ii MT  của mặt S tại Mi (mặt phẳng 

vuông góc với pháp tuyến n  tại Mi hay là mặt phẳng tiếp xúc với mặt S tại Mi). 

Gọi iTΔ  là mảnh của tiếp diện có hình chiếu trên 0xy trùng với mảnh iDΔ . Với đường kính 

của iSΔ  khá nhỏ thì diện tích mảnh iTΔ  xấp xỉ diện tích mảnh iSΔ  và rõ ràng 
i

i
i

D
S

γcos
Δ

≈Δ , 

theo công thức (3.31) nhận được: 

  ∑∑
==

Δ++≈Δ=
n

i
iyxiii

n

i
iin DzzzyxfSMfI

1

22

1
.''1),,()(  

Vế phải chính là tổng tích phân kép lấy trên miền D của hàm số: 

  22 ''1)),(,,( yx zzyxzyxf ++  

Vậy công thức tính tích phân mặt loại một khi mặt cong S cho dưới dạng hiện 
Dyxyxzz ∈= ),(),,(  được cho bởi công thức (3.29). 

Chú ý:  

a. Nếu mặt cong S cho bởi phương trình ),( xzyy =  hoặc ),( zyxx = thì ta phải chiếu S lên 
mặt phẳng 0zx hoặc 0yz để tìm miền tính tích phân kép tương ứng. 

b. Nếu mặt cong kín, ta phải chia thành hữu hạn các phần thoả mãn định lý trên, sau đó áp 
dụng công thức (3.29). 

Ví dụ 10 : Tính diện tích phần phía trên mặt cầu 2222 4azyx =++  nằm trong hình trụ 

0,222 >≤+ aayyx . 

Giải : Xem H.3.15 
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Do tính đối xứng, ta chỉ cần tính diện tích một phần hai của phần mặt cầu trên.. Phần mặt 

cầu trên có phương trình : 2224 yxaz −−= . 

Hình chiếu trên mặt 0xy là nửa hình tròn D có bất phương trình : 

   2 2 2( ) , 0x y a a x+ − ≤ ≥  

Vậy ∫∫∫∫ ++==
D

yx
S

dxdyzzdSS 22 ''12  

  
222

2
2

222

2
2

4
',

4
'

yxa
yz

yxa
xz yx

−−
=

−−
=  

  ∫∫
−−

=
D

dxdy
yxa

aS
2224

22  

Chuyển sang toạ độ cực ta được : 

  

2asin 2asin 22 2

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2
2 2

0 0

2 2

rdr d( r )S 4a d 2a d
4a r 4a r

2a sin
   4a 4a r d  4a (2a-2a cos )d

0

2   8a ( sin ) 8a ( 1).
2 20

π πϕ ϕ

π π

−
= ϕ = − ϕ

− −

ϕ
= − − ϕ = ϕ ϕ

ππ π
= − ϕ = −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

3.6. Tích phân mặt loại hai 

3.6.1. Mặt định hướng 

Mặt cong S trơn gọi là định hướng được nếu véctơ pháp tuyến đơn vị )(Mn  hoàn toàn xác 
định tại mọi SM ∈  (có thể trừ biên của S) và biến đổi liên tục khi M chạy trên S. Tập hợp  

SMMn ∈∀),(  của mặt cong có định hướng xác định phía dương của mặt cong, là phía mà người 

ta đứng đó thì )(Mn  hướng từ chân lên đầu. Vì rằng )(Mn−  cũng là véctơ pháp tuyến nên mặt 
định hướng luôn có hai phía. 

Khi mặt cong S không kín định hướng được, người ta thường dùng từ phía trên và phía dưới 

để chỉ hướng đã xác định bởi )(Mn . Phía trên của mặt S là phía mà )(Mn lập với trục 0z góc 

nhọn, còn phía dưới là phía mà )(Mn  lập với trục 0z góc tù. 
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n

n−

γ

n

n−

γ

n

n
n−

Phía trên 

Phía dưới 

Phía ngoài 

Phía trong 

 

 
Khi mặt cong S kín định hướng được, người ta dùng từ phía trong và phía ngoài để mô tả 

hướng đã xác định. Phía ngoài là phía mà )(Mn hướng ra phía ngoài vật thể V bao quanh bởi mặt 
cong S, phía trong là phía ngược lại. (H.3.16). 

Có mặt cong không định hướng được, chẳng hạn mặt cong sau đây gọi là lá Mobius được 
tạo như sau : Lấy chữ nhật ABCD vặn cong để hai đầu gắn nhau sao cho A trùng với C và B trùng 

với D (H.3.17). Xác định một véctơ )(Mn tại M nào đó của lá Mobius và cho M di chuyển theo lá 

không cắt biên một vòng về lại điểm ban đầu thì )(Mn  đối hướng. Chứng tỏ )(Mn không biến 
thiên liên tục. Vậy lá Mobius là mặt một phía. 

 

3.6.2. Định nghĩa 

Cho mặt cong S đã định hướng theo phía trên hoặc phía dưới. Tức là véctơ pháp tuyến 

)(Mn lập với trục 0z một góc nhọn (hoặc góc tù) và hàm R(x,y,z) xác định trên S. 

Chia mặt cong S thành n mảnh không dẫm lên nhau niSi ,1, =Δ . Ký hiệu đường kính của 

mảnh thứ i là nidi ,1, = . Gọi iDΔ  là hình chiếu của iSΔ  lên mặt toạ độ 0xy kèm theo dấu xác 
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định theo quy tắc : S định hướng theo phía trên thì iDΔ  có dấu dương, còn S định hướng theo 

phía dưới thì iDΔ  có dấu âm, ni ,1= . 

Lấy tuỳ ý niSzyxM iiiii ,1,),,( =Δ∈  

Lập tổng ∑
=

Δ=
n

i
iiiin DzyxRI

1
),,( gọi là tổng tích phân mặt loại hai của hàm ),,( zyxR lấy 

trên mặt cong S đã định hướng ứng với một cách chia và một cách chọn niSM ii ,1, =Δ∈ . 

Nếu khi ∞→n  sao cho 0max →id mà nI  hội tụ về số I không phụ thuộc cách chia S và 

cách chọn ii SM Δ∈  thì số I gọi là tích phân mặt loại hai của biểu thức dxdyzyxR ),,(  trên mặt 

cong S đã định hướng và ký hiệu : 

    dxdyzyxRI
S
∫∫= ),,(        (3.32) 

 Tương tự, nếu chiếu lên các mặt phẳng 0yz và 0zx và thêm các hàm P(x,y,z), Q(x,y,z) xác 
định trên S thì ta gọi : 

  dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxPI
S

),,(),,(),,( ++= ∫∫    (3.33) 

là tích phân mặt loại hai của các hàm P, Q, R, chính xác hơn là của biểu thức 
Pdydz+Qdzdx+Rdxdy lấy trên mặt cong S đã định hướng. 

Chú ý :   
a. Theo định nghĩa, nếu đổi hướng (phía ngược lại của S) thì tích phân mặt loại hai sẽ đổi 

dấu. 

b. Công thức (3.33) mô tả thông lượng của trường véctơ 
→→→

++= kRjQiPF  qua      
mặt cong S đã định hướng.  

RdxdyQdzdxPdydz
S

++=Φ ∫∫       (3.34)                                     

   

n

)(MV

M
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Để thấy rõ ý nghĩa thực tế của tích phân mặt loại hai và từ  ”thông lượng ” ta xét bài toán 

sau đây : Giả sử có một dòng chất lỏng chảy trong miền 3RV ⊂  và trong miền V có một mặt 

cong S định hướng với véctơ pháp tuyến SMMn ∈),( . Giả sử tốc độ của dòng chất lỏng là 

)(Mv (H.3.18). Hãy tính lượng chất lỏng chảy qua S trong một đơn vị thời gian. 

Trước hết ta tính trong một thời gian, lượng chất lỏng chảy qua yếu tố diện tích dS của mặt 

cong S. Vì mảnh dS là rất bé nên có thể coi véctơ )(Mn  và véctơ vận tốc )(Mv là véctơ hằng tại 

mọi điểm dSM ∈ . Vậy lượng chất lỏng chảy qua dS sẽ là (cột chất lỏng) dSnvd ..=φ . 

Gọi các thành phần của v  là zyx vvv ,, , còn các thành phần của n  là γβα cos,cos,cos  

thì : 

   
dxdyvdzdxvdydzv

dSvvv

zy
S

x

z
S

yx

++=

++=Φ

∫∫

∫∫

   

)coscoscos( γβα

     (3.35) 

đó chính là tích phân mặt loại hai của các hàm zyx vvv ,,  trên S đã định hướng.  

Công thức (3.35) đã mô tả mối liên hệ giữa tích phân mặt loại một và loại hai. 

Trong trường hợp tổng quát khi có trường véctơ ),,( RQPF  thì thông lượng của nó qua 
mặt cong S định hướng cho bởi công thức (3.34). 

c. Người ta cũng chứng minh rằng, nếu mặt S định hướng được, trơn hoặc trơn từng mảnh 
và các hàm P,Q,R  liên tục trên S thì tích phân mặt loại hai (3.33) tồn tại. 

d. Tích phân mặt loại hai cũng có các tính chất như tích phân đường loại hai. 

3.6.3. Công thức tính 

Định lý 3.6 : Giả sử R(x,y,z) liên tục trên mặt cong định hướng S trơn cho bởi phương 
trình Dyxyxzz ∈= ),(),,( . 

 Khi đó  ∫∫∫∫ ±=
DS

dxdyyxzyxRdzdyzyxR )),(,,(),,(      (3.36) 

 Dấu + khi lấy tích phân mặt loại hai theo phía trên của mặt S. 

 Dấu – khi lấy tích phân mặt loại hai theo phía dưới của S. 
Chứng minh : Từ công thức (3.35) và (3.29) 

∫∫∫∫∫∫ ==
SSS

dxdyyxzyxRdSzyxRdxdyzyxR
γ

γγ
cos

cos)),(,,(.cos),,(),,( nếu 0cos ≠γ  

và ∫∫ =
S

zyxR 0),,(  nếu 0cos =γ . 

Vậy khi lấy theo phía trên của mặt S tức là 0cos ≥λ  thì γγ coscos = . Do đó : 
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  dxdyyxzyxRdxdyzyxR
DS
∫∫∫∫ = )),(,,(),,(  

còn khi lấy theo phía dưới của mặt S tức là 0cos ≤γ  thì γγ coscos −= . Do đó : 

  dxdyyxzyxRdxdyzyxR
DS
∫∫∫∫ −= )),(,,(),,(  

Tương tự ta có : dydzzyzyxPdxdyzyxP
yzDS
∫∫∫∫ ±= ),),,((),,(    (3.37) 

  dzdxzxzyxQdxdyzyxQ
zxDS
∫∫∫∫ ±= )),,(,(),,(      (3.38) 

Trong đó Dyz là hình chiếu của S lên mặt 0yz và mặt S có phương trình :   
     Dzyzyxx ∈= ),(),,(   

    Dzx là hình chiếu của S lên mặt 0zx và mặt S có phương trình : 

   Dxzxzyy ∈= ),(),,( . 

Chú ý : Khi lấy tích phân mặt loại hai, phải đặc biệt lưu ý đến việc định hướng của mặt S, 

tức là hướng của )(Mn . Tuỳ theo )(Mn lập với các trục toạ độ góc nhọn hay tù mà xác định dấu 
cộng hay trừ trong các công thức (3.36), (3.37), (3.38). 

Ví dụ 11 : Tìm thông lượng của trường véctơ ),0,( 2xzF =  qua phía trên của mặt 

11,11,22 ≤≤−≤≤−+= yxyxz . 

Giải : Mặt cong 22 yxz +=  là paraboloid tròn xoay .H.3.19 mô tả phần mặt cong nằm ở 
góc phần tám thứ nhất. Thông lượng tính theo công công thức (3.35). 

   dxdyxzdydz
S

2+=Φ ∫∫  
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x

y

z

1

1

2

D

H.3.19  

S được định hướng lên trên nên 
144

2cos,0cos
22 ++

−
=≥

yx

xαγ . Do mặt cong S đối 

xứng qua các mặt toạ độ 0yz,0zx nên 0=∫∫
S

zdydz  và              

 
3
444

1

0

1

0

222 === ∫∫∫∫∫∫ dydxxdxdyxdxdyx
DS

 

                        (D là hình vuông    
10
10

≤≤
≤≤

y
x

) 

Ví dụ 12 : Tính ∫∫=
S

zdxdyI  với S là phía ngoài của mặt cầu 2222 Rzyx =++  

Giải : Mặt cầu cho bởi H.3.20. 

 Chia mặt cầu thành nửa trên +S  và nửa dưới −S  có phương trình lần lượt là : 

  222 yxRz −−=  và 222 yxRz −−−=  

 Chiếu các nửa mặt cầu lên 0xy ta được hình tròn : 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≤+

0
:

222

z
RyxD  
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R

R

-R

R

x

y

z

0

H.3.20

222 yxRz −−=

222 yxRz −−−=

 

  ∫∫ ∫∫
+ −

+=
S S

zdxdyzdxdyI  

 Tích phân lấy theo phía trên của +S  và tích phân lấy theo phía dưới của S . 

 Từ ông thức (3.36) ta có : 

  

∫∫∫∫

∫∫∫∫

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−−=

−−=

−

+

DS

DS

dxdyyxRzdxdy

dxdyyxRzdxdy

222

222

 

 Vậy ∫∫ −−=
S

dxdyyxRI 2222  

 Chuyển sang toạ độ cực ta có : 

 32
3

22

0

22
2

0 3
4

0
)(

3
22..2 R

R
rRdrrrRdI

R
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=−= ∫∫ πϕ

π
 

3.7. Công thức Stokes 

Dưới đây ta sẽ có công thức mở rộng công thức Green, đó là mối liên hệ giữa tích phân 
đường loại hai trong không gian với tích phân mặt loại hai. 

Định lý 3.7(Stokes) : Giả sử mặt cong S định hướng được, trơn từng mảnh có biên là 
đường L trơn từng khúc. Nếu các hàm số P,Q,R liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một của 
chúng trên mặt cong S thì : 

dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx

SL
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=++ ∫∫∫
+

  (3.39) 

trong đó tích phân đường ở vế trái lấy theo hướng dương quy ước như sau : Đi theo hướng dương 
của L sao cho mặt cong S ở phía tay trái, khi đó mặt cong S được định hướng bởi véctơ pháp 

tuyến n  hướng từ chân lên đầu (H.3.21). 
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Gọi (3.39) là công thức Stokes. 

n

 
Chú ý: 
a. Công thức Green là trường hợp riêng của công thức Stokes ( khi thay 

0),,(,0 == zyxRz  vào (3.39) nhận được công thức (3.20)). 

b. Tính tích phân đường loại hai khi 3RL ⊂  thường rất khó khăn (ta mới chỉ đưa ra công 
thức tính khi L cho bởi phương trình tham số, xem công thức (3.17)). Do đó công thức Stokes tỏ 
ra rất hiệu lực khi mà L là biên của các mặt cong nào đó mà tích phân mặt loại hai trên nó có thể 
tính dễ dàng. 

c. Xuất phát từ công thức Stokes, ta nhận được định lý bốn mệnh đề tương đương xét trong 
không gian 3R  tương tự như định lý 3.4. 

Định lý 3.8: Giả sử các hàm ( , , ), ( , , ), ( , , )P x y z Q x y z R x y z  liên tục cùng với các đạo hàm 
riêng cấp một của chúng trên miền đơn liên V. Khi đó bốn mệnh đề sau đây là tương đương với 
nhau: 

 (1).    Vzyx
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

∈∀
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ),,(,,,  

 (2).    0=++∫
L

RdzQdyPdx , L là đường cong kín bất kỳ nằm trong miền V. 

 (3).    
pAB

Pdx Qdy Rdz+ +∫ , trong đó pAB V⊂ , chỉ phụ thuộc vào hai điểm A,B mà không 

phụ thuộc dạng cung pAB . 

 (4).  Biểu thức RdzQdyPdx ++  là vi phân toàn phần của hàm u(x,y,z) nào đó trên miền 
V. Trường hợp miền V là không gian thì hàm u(x,y,z) có thể tính theo công thức : 

  
0 0 0

0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
yx z

o
x y z

u x y z P x y z dx Q x y z dy R x y z dz C= + + +∫ ∫ ∫    (3.40) 

trong đó CVzyxVzyx ,),,(,),,( 000 ∈∈   là hằng số tuỳ ý và: 

 
p

( ) ( )
AB

Pdx Qdy Rdz u A u B+ + = −∫        (3.41)   

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Tích phân đường và tích phân mặt 

                                                          89

trong đó pAB V⊂ . 

Ví dụ 13:  Tính ∫ ++=
C

xdzzdyydxI , với C là đường tròn, giao của mặt cầu 

2222 Rzyx =++  và mặt phẳng 0=++ zyx  và hướng của L là ngược chiều kim đồng hồ nếu 
nhìn về phía 0>z . 

                                          

R

R

x

y

z

0

H.3.22

n

C

 
Giải : Mặt phẳng 0=++ zyx  đi qua tâm mặt cầu. Vậy giao tuyến là đường tròn lớn . 

Xem hình H.3.22. Lấy hình tròn là mặt cong S có biên là C. Các côsin chỉ phương của n  định 

hướng theo hướng của C là 
3

1coscoscos === γβα  (Xem công thức (3.30)). Đặt 

xRzQyP === ,, , áp dụng công thức Stokes và công thức liên hệ giữa tích phân mặt loại hai và 
loại một theo công thức (3.35), ta có : 

  2

S S

I dydz dzdx dxdy 3 dS 3R .= − + + = − = −π∫∫ ∫∫  

3.8. Công thức Gauss – Ostrogradski 

Dưới đây ta có công thức liên hệ giữa tích phân bội ba và tích phân mặt loại hai, gọi đó là 
công thức Gauss – Ostrogradski. 

Định lý 3.9 (Gauss – Ostrogradski) : Giả sử V là miền giới nội trong R3 có biên là mặt S 
trơn từng mảnh. Nếu các hàm số P,Q,R liên tục cùng với các đạo hàm riêng cấp một của chúng 
trong miền V thì : 

 ∫∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++
VS

dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz     (3.42) 

trong đó mặt lấy tích phân định hướng ra phía ngoài miền V. 

Chú ý :  
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a. Nếu trong công thức (3.41) đặt zRyQxP === ,,  thì ta nhận được công thức tính thể 
tích vật thể V nhờ vào tích phân mặt loại hai :        

   ∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzV
3
1

 

trong đó S được định hướng ra phái ngoài miền V. 

b. Có thể coi rằng công thức Gauss – Ostrogradski là mở rộng công thức Green từ không 
gian hai chiều ra ba chiều. Vì thế đôi khi tính tích phân trên mặt S không kín, ta có thể thêm mặt 
cong nào đó để áp dụng công thức Gauss –Ostrogradski. 

Ví dụ 14 : Tính thông lượng của trường điện từ 
3
.

r
rqF =  trong đó q  là điện tích đặt tại gốc 

toạ độ, kzjyixr ++= , 222 zyxr ++= qua phía ngoài mặt cầu :    

                                   2222 Rzyx =++   

Giải :    Đặt )0,0,0(),,(,,,
333

≠∀=== zyx
r
zqR

r
yqQ

r
xqP . 

Vì thế ta không thể áp dụng công thức Gauss – Ostrogradski  

Ta có  ∫∫ ++=Φ
S

zdxdyydzdxxdydz
r

q )(1
3

. 

Do mặt cầu đối xứng qua gốc toạ độ và biểu thức dưới dấu tích phân đối xứng đối với x,y,z 

do đó : 3
S

z24q dxdy
r

Φ = ∫∫ , S là phần mặt cầu góc phần tám thứ nhất định hướng lên trên. 

   
1

2 2 2

3
D

R x y
24q dxdy

R
− −

Φ = ∫∫  

D1 là phần tư hình tròn tâm 0, bán kính R. Chuyển sang toạ độ cực ta có : 

  
R 32

2 2 2 2 2
3 3

0 0

Rq 124 d R r rdr 24q (R r ) 4 q.
0R 2R 3

π
⎛ ⎞π

Φ = ϕ − = − − = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

Ví dụ 15 : Tính zydxdyyxdzdxxzdydzI
S

++= ∫∫ lấy theo phía ngoài của S là biên của hình 

chóp x 0, y 0, z 0, x y z 1.≥ ≥ ≥ + + ≤  

Giải : Hình chóp V cho trên hình H.3.23 
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x

y

z

1

1

1

0

H.3.23
 

Áp dụng công thức (3.41) có :  ∫∫∫ ++=
V

dxdydzyxzI )(  

Chiếu V lên mặt phẳng 0xy được tam giác : 
⎩
⎨
⎧

≥≥
≤+

0,0
1

yx
yx

 

 
[ ]

8
1

24
1

6
1

4
1

2
1   

0
1

24
1

6
1

0
1

42
1

0
1

)(
3
1)1(

2
1   

)(1
2
1

0
1

)(
2
1   

)(

4
21

0

1

0

3

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

=+−−=

+−−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
+−−=

+−=
−−

++=

++=

∫ ∫

∫∫∫∫

∫∫∫
−−

−−−

xxdx
x

yxdxx

dyyxdxdy
yx

zyxdx

dzzyxdydxI

xx

yxx

 

TÓM TẮT CHƯƠNG 3 

•Cách tính tích phân đường loại một 

1. Giả sử cung pAB  trơn cho bởi phương trình: bxaxyy ≤≤=      ),(  và hàm số f(x,y) liên 

tục trên cung pAB . Khi đó: 

   
p

2( , ) ( , ( )) 1 ' ( )
b

aAB

f x y ds f x y x y x dx= +∫ ∫    

2. Nếu cung  pAB  cho bởi phương trình tham số: 

   2  ,  
)(
)(

ttt
tyy
txx

i ≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

: 
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p

2

1

2 2( , ) [ ( ), ( )] ' ( ) ' ( )
t

tAB

f x y ds f x t y t x t y t dt= +∫ ∫    

•Cách tính tích phân đường loại hai 

1. Giả sử hai hàm số P(x,y), Q(x,y) liên tục trên cung pAB  trơn cho bởi phương trình tham 

số: 
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

   Điểm A ứng với giá trị tham số Att = , B ứng với giá trị tham số Bt . Khi đó:        

  
p

( , ) ( , ) [ ( ( ), ( )) '( ) ( ( ), ( )) '( )]
B

A

t

tAB

P x y dx Q x y dy P x t y t x t P x t y t y t dt+ = +∫ ∫    

2 .Khi cung pAB  phẳng cho bởi phương trình dạng tường minh y=y(x), A,B có hoành độ 
tương ứng là a, b, ta nhận được: 

               
p

[ ]( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ( )) '( )
b

aAB

P x y dx Q x y dy P x y x Q x y x y x dx+ = +∫ ∫   

• . Công thức Green..  Cho các hàm số  P(x,y), Q(x,y) liên tục cùng các đạo hàm riêng cấp 
một trong miền D  có biên là đường L, khi đó:  

  ∫∫∫
+

+=
∂
∂

−
∂
∂

LD

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q )(    

.• . Bốn mệnh đề sau đây tương đương trong không gian 2R   

(1).  Dyx
x
Q

y
P

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(    ,  

(2).  0=+∫
L

QdyPdx , L là đường cong kín bất kỳ nằm trong miền D. 

(3).  
pAB

Pdx Qdy+∫ , trong đó cung pAB  nằm trong miền D, chỉ phụ thuộc vào 2 điểm A,B 

mà không phụ thuộc dạng cung pAB . 

(4).  Biểu thức QdyPdx + là vi phân toàn phần của hàm u(x,y) nào đó trên miền D. 

 CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

),(),(),( 0      

   CdyyxQdxyxPyxu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

),(),(),( 0       trong đó  0 0( , ) , ( , )A x y D M x y D∈ ∈  

•  Công thức tính tích phân mặt loại một:  Hàm số f(x,y,z) liên tục trên mặt cong S trơn cho 
bởi phương trình Dyxyxzz ∈= ),(),,( . Khi đó: 
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  dxdyyxzyxzyxzyxfdSzyxf yx
DS

),('),('1)),(,,(),,( 22 ++= ∫∫∫∫   

•  Công thức tính tích phân mặt loại hai : Hàm số R(x,y,z) liên tục trên mặt cong định hướng 
S trơn cho bởi phương trình Dyxyxzz ∈= ),(),,( . 

 Khi đó  ∫∫∫∫ ±=
DS

dxdyyxzyxRdzdyzyxR )),(,,(),,(       

 Dấu + khi lấy tích phân mặt loại hai theo phía trên của mặt S. 
 Dấu – khi lấy tích phân mặt loại hai theo phía dưới của S. 

•  Công thức Stokes  

dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx

SL
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=++ ∫∫∫
+

  

•  Bốn mệnh đề tương đương trong không gian 3R  

 (1).    Vzyx
y
P

x
Q

x
R

z
P

z
Q

y
R

∈∀
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ),,(,,,  

 (2).    0=++∫
L

RdzQdyPdx , L là đường cong kín bất kỳ nằm trong miền V. 

 (3).    
pAB

Pdx Qdy Rdz+ +∫ , trong đó pAB V⊂ , chỉ phụ thuộc vào hai điểm A,B mà không 

phụ thuộc dạng cung pAB  

 (4)  Biểu thức RdzQdyPdx ++  là vi phân toàn phần của hàm u(x,y,z) nào đó trên  

0 0 0

0 0( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
yx z

o
x y z

u x y z P x y z dx Q x y z dy R x y z dz C= + + +∫ ∫ ∫  

trong đó CVzyxVzyx ,),,(,),,( 000 ∈∈   là hằng số tuỳ ý và: 

 
p

( ) ( )
AB

Pdx Qdy Rdz u A u B+ + = −∫   

•  Công thức Ostrogradski  

∫∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=++
VS

dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz    

Ứng dụng tính thể tích ∫∫ ++=
S

zdxdyydzdxxdydzV
3
1

 trong đó S được định hướng ra 

phía ngoài miền V. 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 3. 

3.1. Có thể dùng tích phân đường loại 1 để tính độ dài một cung 
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     Đúng                              Sai   
3.2. Tích phân đường loại 1 phụ thuộc vào hướng đi của đường cong 
     Đúng                              Sai  

3.3. Có thể dùng tích phân đường loại 2 để tính công của một lực. 
    Đúng                               Sai  

3.4. Tích phân đường loại 2 phụ thuộc vào hướng đi của đường cong. 
      Đúng                              Sai  

3.5. Có thể dùng tích phân đường loại 2 để tính diện tích một hình phẳng. 
     Đúng                              Sai  

3.6. 0
L

Q PPdx Qdy
x y

∂ ∂
+ = ⇒ =

∂ ∂∫  trong miền D giới hạn bởi đường cong L 

     Đúng                              Sai  
3.7  Công thức Green chỉ đúng cho miền đơn liên.    

     Đúng                              Sai  
3.8. Định lý 4 mệnh đề tương đương đúng với miền liên thông. 
     Đúng                              Sai  

3.9. Có thể dùng tích phân mặt loại 1 để tính diện tích mặt cong. 
     Đúng                              Sai  

3.10. Tích phân mặt loại 1 không phụ thuộc vào hướng lấy tích phân mặt 
      Đúng                              Sai  

3.11. Dùng tích phân mặt loại 2 để tính thông lượng của một trường véctơ. 
     Đúng                              Sai   

3.12. Có thể biểu diễn tích phân mặt loại 2 qua tích phân mặt loại 1 
     Đúng                              Sai  

3.13. Có thể biểu diễn tích phân đường loại 2 theo đường cong kín qua tích phân mặt loại 2. 
    Đúng                               Sai  

3.14 Có thể biểu diễn tích phân mặt loại 2 theo phía trong của mặt cong qua tích phân bội 3.  
      Đúng                              Sai  

3.15. Tính tích phân mặt loại 1, mặt loại 2 phải đưa về tích phân bội 2. 
     Đúng                              Sai  

3.16. Tính các tích phân đường loại 1 sau: 

a. ∫
L

xyds , L là biên hình chữ nhật ABCD với A(0,0), B(4,0), C(4,2), D(0,2) 
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b. ∫
L

xyzds , L cho bởi phương trình 10,

3
8

2
3

2

≤≤

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

t

tz

ty

tx

 

3.17. Tính khối lượng của dây vật chất có phương trình axeeay a
x

a
x

≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

−
0,

2
 với 

khối lượng riêng 
y

yx 1),( =ρ  

 

3.18. Tính các tích phân đường loại 2 sau: 

a. 
q

2 2( ) ( )
ABC

x y dx x y dy− + +∫ , qABC  là đường gấp khúc với A(0,0), B(2,2), C(4,0) 

b. ∫ +−
L

dyxyydx )( 2 , L là cung parabol 22 xxy −=  nằm ở phía trên trục 0x theo chiều 

kim đồng hồ. 

3.19. Tính ∫ +−
L

ydyxdxxy 2)1(  từ A(1,0) đến B(0,2) theo: 

a. đường 22 =+ yx  

b. đường 44 2 =+ yx  

c. đường 
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin2
cos

 

3.20. Tính ∫
L

xdy và ∫
L

ydx theo chiều dương với L là: 

a. đường tròn 222 ayx =+  

b. biên của nửa hình tròn 0,222 >≤+ yayx  

c. tam giác có ba đỉnh O(0,0), A(a,0) và B(0,b) 

3.21. Tính ∫ −++
L

dyyxdxyx )()( 2222 với L là biên của tam giác OAB theo chiều dương, 

biết O(0,0), A(1,0), B(0,1). 

a. bằng cách tính trực tiếp 
b. dùng công thức Green 

3.22. Tính ∫ ++−
L

dyyxydxx )1()1( 22 với L là đường 222 Ryx =+  (theo chiều dương) 

bằng hai cách: 
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a. trực tiếp 
b. dùng công thức Green 
 

 
3.23. Tính các tích phân đường sau theo chiều dương: 

a. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫ dxyxdyxyxy

L 22
, L là biên của tam giác ABC, A(-1,0), B(1,-2), C(1,2). 

b. ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

L

dxyxydyxyx
44

33 , L là đường xyx 222 =+  

3.24. Tích phân đường sau đây có phụ thuộc vào đường lấy tích phân không? Tính tích 

phân theo pAB tương ứng: 

a. 
p

2

21 cos sin cos
AB

y y y y ydx dy
x x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ với ),,2(),,1( ππ BA pAB  không cắt trục Oy. 

b. 
p

2 2 2 2 2 23 3

AB

x y x y y xdx dy
xy x y

⎛ ⎞+ − −
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ với ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 2,

2
),1,1( πBA  

pAB  có phương trình 
2

0,
sin1
cos

2

2 π
≤≤

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=
t

ty
ttx

 và không cắt các trục toạ độ. 

3.25. Chứng minh rằng các biểu thức QdyPdx +  sau đây là vi phân toàn phần của   hàm 
u(x,y) nào đó. Tìm u? 
a. ( ) dyyxydxxyx )32(32 2222 +−++−  

b. cos( ) cos( ) 2x y x ye x y dx e x y dy+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

c. [ ] [ ]dyyxeedxyyxee yxyx 1)()2( +−+++−  

d. ydy
yx

yx
yx

xdx
22

22

22

1
+
−−

+
+

 

3.26. Tính ∫ +
+−

L yx
xdyydx
222

1
π

 với: 

a. L là đường 222 ayx =+  (theo chiều ngược kim đồng hồ) 

b.L là biên hình vuông với đỉnh (-1,-1), (-1,1), (1,1), (1,-1) (theo chiều thuận kim đồng hồ). 
 

3.27. Tìm m, a, b để các biểu thức sau là vi phân toàn phần của hàm số u nào đó và tìm hàm 
số đó 

a. myx
dyyxdxyx

)(
)()(

22 +
++−
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b. 
( )

222

2222

)(
)2(2

yx
dybyxyxdxyxyax

+
++−++

 

3.28. Tính ∫∫ +
S

dSyx )( 22  nếu: 

a.   S là mặt nón 10,222 ≤≤+= zyxz  

b.   S là mặt cầu 2222 azyx =++  

3.29. Tính các tích phân mặt loại một sau: 

a. ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

S

dSyxz
3

42 , S là phần của mặt phẳng 1
432
=++

zyx
 nằm trong góc phần tám 

thứ nhất. 

b. ( )∫∫ ++
S

dSxyzxyz , S là phần của mặt nón 22 yxz += nằm trong mặt trụ 

2 2 2 , 0x y ax a+ = >  

c. ∫∫
S

xdS , S là phần của mặt trụ parabolic 
2

2xz =  nằm trong góc phần tám thứ nhất của 

mặt trụ 122 =+ yx . 

3.30. Tính các tích phân mặt loại hai sau: 

a. ∫∫
S

xyzdxdy , S là mặt ngoài của phần hình cầu xác định bởi 2 2 2x y z 1, x 0, y 0.+ + ≤ ≥ ≥  

b. 2

S

xdydz dzdx xz dxdy+ +∫∫ , S là mặt ngoài của phần hình cầu xác định bởi 

0,0,0,1222 ≥≥≥≤++ zyxzyx . 

c. ∫∫ ++
S z

dxdy
y

dzdx
x

dydz
, S là mặt ngoài của ellipsoid 12

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
x

 

d. ∫∫
S

zdxdyyx 22 , S là mặt trên nửa mặt cầu 0,2222 ≤=++ zRzyx . 

3.31. Tính các tích phân đường sau theo hướng ngược kim đồng hồ nhìn từ phía 0>z : 

a. ∫ ++
L

zdzdydxyx 32 , L là đường tròn 
⎩
⎨
⎧

=
=+

0

222

z
Ryx

 

b. ∫ ++
L

xdzzdyydx , L là đường tròn 
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0

2222

zyx
Rzyx

 

3.32. Tính các tích phân mặt theo phía ngoài của vật thể bao bởi mặt cong S. 

a. 
S

xzdydz yxdzdx zydxdy+ +∫∫ , S là biên của hình chóp x 0, y 0, z 0, x y z 1.≥ ≥ ≥ + + ≤  
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b. 3 3 3

S

x dydz y dzdx z dxdy+ +∫∫ , S là mặt cầu 2 2 2 2x y z R .+ + =  

c. 2 2 2

S

x dydz y dzdx z dxdy+ +∫∫ , S là biên của hình lập phương 

0 x a, 0 y a, 0 z a.≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  
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CHƯƠNG 4. LÝ THUYẾT TRƯỜNG 

GIỚI THIỆU 

Trong vật lý, đặc biệt trong kỹ thuật thường gặp khái niệm trường: Trường nhiệt độ, từ 
trường, điện trường,.... Khái niệm trường trong toán học là tổng quát hoá các trường hợp cụ thể 
đó. Miền 3Ω∈  xác định một trường vô hướng u(x,y,z) nếu tại mọi điểm Ω∈),,( zyxM  đều xác 
định đại lượng vô hướng  u(M). Chẳng hạn trường nhiệt độ là một trường vô hướng. Vậy đặc 
trưng của trường vô hướng là một hàm vô hướng. Miền 3Ω∈  xác định một trường véctơ 

),,( zyxF nếu tại mọi điểm Ω∈),,( zyxM  đều xác định đại lượng véctơ: 

),,().,,().,,().,,(),,( RQPkzyxRjzyxQizyxPzyxF =++=  

Chẳng hạn từ trường là một trường véc tơ. Vậy đặc trưng của trường véctơ là một hàm 
véctơ. Một trường véctơ xác định khi biết ba thành phần của véctơ đặc trưng cho trường đó: 

),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP , tức là biết ba trường vô hướng. Từ nay về sau ta dùng các ký 

hiệu: ),,( zyxr =  thay cho M0 , trong đó M có toạ độ (x,y,z), ),,( dzdydxrd =  

),,( dxdydzdxdydzSd = . 

Để học tốt chương này, người học cần thông thạo phép tính vi tích phân hàm nhiều biến. 
Trong chương này, yêu cầu nắm vững các nội dung chính sau đây: 
1. Các đặc trưng của trường vô hướng. 

Mặt mức, Građiên và ý nghĩa vật lí của các đại lượng đó. 
2. Các đặc trưng của trường véctơ. 

Đường dòng, thông lượng, độ phân kì, hoàn lưu, véctơ xoáy và ý nghĩa vật lí của các đại 
lượng đó. 

3. Các trường đặc biệt 
Điều kiện nhận biết và tính chất của các trường đặc biệt: trường ống, trường điều hoà, 

trường thế. 

NỘI DUNG 

4.1. Các đặc trưng của trường vô hướng 

4.1.1. Mặt mức 

Cho trường vô hướng u(x,y,z), Ω∈),,( zyx . Tập các điểm Ω∈),,( zyx  thoả mãn phương 
trình:                        Czyxu =),,( , C là hằng số                                        (4.1) 
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gọi là mặt mức của trường vô hướng ứng với giá trị C. Rõ ràng các mặt mức khác nhau (các giá trị 
C khác nhau) không giao nhau và miền Ω  bị phủ kín bởi các mặt mức. Nếu 2Ω⊂  thì ta có khái 
niệm đường mức (đường đẳng trị) cho bởi phương trình: 

    Cyxu =),(  

Chẳng hạn, một điện tích q đặt ở gốc toạ độ gây nên một trường điện thế  

222

1),,(
Ryx

zyxu
++

= . Khi đó mặt mức có phương trình: C
zyx

q
=

++ 222
 

 hay   2
2

2
222 R

C
qzyx ==++ . Đó là các mặt cầu đồng tâm 0. 

4.1.2.Građiên  (Gradient) 

Cho trường vô hướng Ω∈= ),,(),,,( zyxzyxuu  và ),,( zyxu  khả vi trên Ω . Khi đó        

Ω∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ),,(,,,),,( zyx
x
u

y
u

x
uzyxgradu .                                             (4.2)                    

(Xem mục 1.2.8,Chương 1.) Vậy một trường vô hướng ),,( zyxu đã sinh ra một trường véctơ 
),,( zyxgradu .  

Từ tính chất của phép tính đạo hàm, ta có các tính chất sau đây của Građiên  
              graduugrad λλ =)(  , λ  là hằng số. 

  
gradvugraduvvugrad

gradvgraduvugrad
..).(

)(
+=
+=+

      

              2
u 1grad (vgradu ugradv)
v v
= − ,  nếu 0≠v   

   gradf (u) f '(u)gradu.=  

4.2. Các đặc trưng của trường véctơ 

4.2.1. Đường dòng 

Cho trường véctơ kzyxRjzyxQizyxPMF ),,().,,(),,()( ++= , Ω∈),,( zyx . Đường 

cong Ω⊂C  gọi là đường dòng của trường véctơ )(MF nếu tại mỗi điểm M trên đường cong C, 

tiếp tuyến của C tại đó có cùng phương với véctơ )(MF . Chẳng hạn các đường sức trong từ 
trường hoặc điện trường là các đường dòng. Nếu đường dòng có phương trình :   

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

 

và P,Q,R là các thành phần của 
→
F thì ta có hệ thức: 
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),,(

)('
),,(

)('
),,(

)('
zyxR

tz
zyxQ

ty
zyxP

tx
==         (4.3) 

Gọi (4.3) là hệ phương trình vi phân của họ đường dòng của trường véctơ ),,( zyxF . 

Chẳng hạn một điện tích q đặt tại gốc toạ độ tạo ra một điện trường E , theo định luật 
Culông thì : 

  
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++++

==

2
3

2222
3

2222
3

222
3

)(

,

)(

,

)(

.

zyx

qz

zyx

qy

zyx

qx

r

rqE   

Khi đó hệ phương trình vi phân của họ đường dòng là : 

   
z

dz
y

dy
x

dx
==  

Để giải hệ phương trình này, bạn đọc có thể xem trong [ ] [ ]2 , 6 . Kết quả họ đường dòng       

( trong vật lí, thường gọi là các đường sức) cho bởi phương trình : 

  tkztkytkx 321 ,, === ,  321 ,, kkk  là các hằng số tuỳ ý. 

Đó là họ đường thẳng đi qua gốc toạ độ. 

4.2.2. Thông lượng của trường véctơ 

Trong mục 3.6.2 ta đã đưa ra định nghĩa thông lượng của trường véctơ ),,( zyxF  qua mặt 
cong định hướng S xác định theo công thức (3.35) : 

   ∫∫∫∫∫∫ =++==Φ
SSS

SdFRdxdyQdzdxPdydzdSnF ...  (4.4) 

Trong đó )cos,cos,(cos γβαn  là véctơ đơn vị của véctơ pháp tuyến của mặt S được định 

hướng, P, Q, R là các thành phần của F .  

4.2.3. Đive (Divergence, độ phân kỳ) 

Ta gọi độ phân kỳ hay gọi tắt là dive của trường véctơ ),,( zyxF  tại điểm M(x,y,z) là đại 

lượng vô hướng, ký hiệu ),,( zyxFdiv , xác định theo công thức : 

     
z
R

y
Q

x
PzyxFdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=),,(        (4.5) 

Vậy một trường véctơ F  đã sinh ra một trường vô hướng Fdiv . 

Nếu miền Ω⊂V có biên là S thì công thức Gauss –Ostrogradski (3.42) có dạng : 

   dxdydzzyxFdivdSnF
VS

),,(.. ∫∫∫∫∫ =                    (4.6) 
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Nghĩa là thông lượng của trường véctơ F  qua phía ngoài mặt S bao miền V bằng tổng độ 
phân kỳ tại tất cả các điểm trong miền V của trường véctơ. Theo ý nghĩa cơ học của tích phân bội 

ba, suy ra ),,( zyxFdiv  chính là mật độ thông lượng tại điểm M(x,y,z) của trường. Từ ý nghĩa vật 
lý của trường vận tốc ta thấy thông lượng của trường vận tốc qua mặt kín S ra phía ngoài là hiệu 
của lượng vật chất từ trong chảy ra và từ ngoài vào qua S (chẳng hạn lượng nước). Nếu thông 
lượng 0>Φ , từ ý nghĩa vật lý, cũng như từ tính chất của tích phân ta thấy trong miền V bao bởi S 

phải có điểm nguồn. Chính vì thế ta gọi M là điểm nguồn của trường nếu 0)( >MFdiv , ngược 

lại nếu 0)( <MFdiv  thì M là điểm hút. 

4.2.4. Hoàn lưu 

Cho trường véctơ ),,(),,( RQPzyxF =  và một đường cong  L trong trường véctơ. Ta gọi :  

   ∫ ∫
→→

=++=
L L

rdFRdzQdyPdxC      (4.7) 

là hoàn lưu hay lưu số của trường ),,( zyxF  theo đường cong L. Theo ý nghĩa cơ học của tích 

phân đường loại hai ta thấy nếu ),,( zyxF  là trường lực thì hoàn lưu của nó theo L là công do lực 

),,( zyxF  sinh ra khi vật di chuyển dọc theo L. 

4.2.5. Rôta (Rotation,Véc tơ xoáy) 

Cho trường véctơ ),,(),,( RQPzyxF = , véctơ xoáy của trường, ký hiệu là Frot , xác định 
theo công thức : 

  

R Q P R Q ProtF i j k
y z z x x y

i j k

        
x y z
P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

    (4.8) 

Vậy một trường véctơ F  đã sinh ra một trường véctơ ),,(F zyxrot . 

Giả sử có mặt cong S trong trường được định hướng và biên của nó là đường L trơn từng 
khúc. Khi đó công thức Stokes (3.39) có dạng : 

  . F. . F.
L S S

F d r rot n dS rot d S
→ →

= =∫ ∫∫ ∫∫     (4.9) 

Nghĩa là hoàn lưu của trường véctơ F dọc theo chu tuyến L của mặt cong S chính bằng 
thông lượng của véctơ xoáy qua mặt cong S của trường. 
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Từ ý nghĩa cơ học, ta thấy .
L

F d r
→ →

∫  là công của trường lực ),,( zyxF khi di chuyển dọc 

theo L. Nếu L là đường cong kín thì công sinh ra thường bằng không vì công sản ra trên phần 
”thuận chiều ” của đường cong kín L cân bằng với công sản ra trên phần ”ngược chiều”, nếu 

không có ”xoáy” ( 0F =rot ). Do đó, từ công thức Stokes ta thấy hoàn lưu theo chu tuyến kín L 
đặc trung cho tính xoáy của trường trên mặt S có chu tuyến L, nói cách khác là tính chất ”xoáy” 

của trường theo chu tuyến đó. Do đó, nếu 0)(F ≠Mrot  ta nói rằng M là điểm xoáy của trường và 

0)(F =Mrot  ta nói rằng M là điểm không xoáy. 

4.3. Một số trường đặc biệt. 

4.3.1. Trường thế 

a. Định nghĩa : Trường véctơ )(MF gọi là trường thế nếu tồn tại một trường vô hướng 
)(Mu sao cho :  

   VMMgraduMF ∈∀= ),()(      (4.10) 

Khi đó hàm )(Mu được gọi là hàm thế hay hàm thế vị của trường )(MF , còn 
)()( MuMV −=  gọi là thế năng của trường. 

Giả sử ),,()( RQPMF =  là trường thế với hàm thế là )(Mu .  

Khi đó 
z
uR

y
uQ

x
uP

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= ,, ,  tức là : RdzQdyPdxdu ++=   nghĩa là 

RdzQdyPdx ++  là vi phân toàn phần của hàm )(Mu . 

b. Tính chất : Xuất phát từ định lý bốn mệnh đề tương đương (mục 3.4,Chương3.), suy ra : 

1.  Để trường )(MF là trường thế, điều kiện cần và đủ là trường )(MF  không xoáy   

),0)(F( VMMrot ∈∀= . 

2.  Hoàn lưu của trường )(MF  theo mọi chu tuyến kín, trơn từng khúc trong V đều bằng 0 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∫

L

rdF 0. . 

Ví dụ 1 : Chứng tỏ rằng trường lực hấp dẫn tạo bởi trái đất tác động lên vệ tinh là trường 
thế và tìm hàm thế của nó. 

Giải :  Theo định luật Newton, trường lực hấp dẫn sẽ là : 

  r
r

mMzyxF 3
.),,( γ−=  
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trong đó M là khối lượng trái đất, m là khối lượng vệ tinh.γ  là hệ số hấp dẫn, P(x, y, z) là vị trí 
của vệ tinh, còn gốc toạ độ coi là vị trí trái đất. Ta có : 

  3rotF 0, P(x, y, z) \{0,0,0}= ∀ ∈  (xem ví dụ 14 chương 3) 

Vậy trường lực hấp dẫn là trường thế. Hàm thế tính theo công thức (3.40) : 

  0 0

0

0 32 2 2 2

0 0

( ) ( )
( )

1         ( ) ( ) ( )

M M M M

M M

xdy ydy zdzu P F d r u M Mm
x y z

MmMm d u M u M
r r

γ

γγ

→ → + +
= + = −

+ +

= + = +

∫ ∫

∫
 

trong đó các điểm 0P ,P  không trùng gốc toạ độ. 

4.3.2. Trường ống 

a. Định nghĩa : Trường véctơ )(MF  gọi là trường ống nếu VMMFdiv ∈∀= ,0)(  hay : 

     0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P

      (4.11) 

Ta gọi ống dòng của trường véctơ là phần không gian trong V tạo bởi các đường dòng tựa 
trên biên của một mặt cong S nào đó trong trường. Bản thân mặt S cũng như các thiết diện ngang 
của ống gọi là thiết diện của ống dòng. 

b. Tính chất : Từ công thức Gauss – Ostrogradski ta suy ra các tính chất sau đây của 
trường ống : 

* Thông lượng của trường ống qua mặt cong kín S bất kỳ trong trường đều bằng không.     

Thật vậy, 0. ===Φ ∫∫∫∫∫
Ω

dxdydzFdivSdF
S

. 

* Nếu V là đơn liên thì thông lượng của trường ống qua mặt S có biên L trong trường chỉ 
phụ thuộc vào biên L mà không phụ thuộc vào mặt S. Thật vậy, giả sử 1S  và 2S  là hai mặt cùng 
căng bởi biên L. Gọi Ω  là miền giới hạn bởi hai mặt này thì : 

  ∫∫∫∫∫∫∫ −==
Ω 21

..0
SS

SdFSdFdxdydzFdiv  

 Suy ra   ∫∫∫∫ =
21 SS

SdFSdF . 

* Thông lượng qua mọi thiết diện của một ống dòng trong trường ống đều bằng không. 

Thật vậy, giả sử 1S  và 2S  là hai thiết diện của ống dòng (H.4.1). Gọi xqS  là mặt xung 

quanh của ống dòng giữa 1S  và 2S  và Ω  là vật thể giới hạn bởi 21,, SSSxq . 
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n
2n

1n
2S

1S

H.4.1

F

 

Theo tính chất 1, ta có : ∫∫∫∫∫∫ ++=
xqSSS

dSnFdSnFdSnF ......0
21

.   

ở đây n  định hướng ra phía ngoài của Ω . 

Theo định nghĩa của đường dòng, nên trên biên xqS  thì 0. =nF . Mặt khác, trên biên 1S  

thì 1n  ngược hướng với n , tức là  1.. nFnF −= . 

Còn trên biên 2S  thì 2n  cùng hướng với n . 

Từ đó suy ra :  ∫∫∫∫ +−=
21

21 ..0
SS

dSnFdSnF . 

Hay là : ∫∫∫∫ =
21 SS

SdFSdF . 

Dễ dàng kiểm tra thấy được trường hấp dẫn (ví dụ 1) hay điện trường (ví dụ 14 chương 3) 
đều là các trường ống và trường thế trừ gốc toạ độ. Do đó thông lượng qua mọi mặt cong kín 
không bao gốc toạ độ đều bằng 0. 

Ví dụ 2 : Tìm thông lượng của điện trường sinh ra bởi điện tích q đặt ở gốc toạ độ qua phía 
ngoài mặt cong kín S bất kỳ bao gốc toạ độ. 

                                                  

n

n

RS

S

 
Giải : Từ ví dụ 14 chương 3 ta có điện trường : 

    3.
r
rqE =  

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 4. Lý thuyết trường 

 108

và thông lượng qua mặt cầu bán kính R là q..4π  nghĩa là không phụ thuộc bán kính R. Giả sử S là 

mặt cong kín nào đó bao gốc toạ độ. Gọi RS  là mặt cầu tâm ở gốc toạ độ và bán kính R đủ lớn 

sao cho RS  bao cả S (H.4.2). Gọi Ω  miền giới hạn bởi S và SR. Khi đó : 

  0.. == ∫∫∫∫∫∫
Ω∪

dxdydzEdivdSnE
RSS

 

Suy ra ∫∫∫∫ −=
SS

dSnEdSnE
R

.... , trong đó véctơ n  của S hướng vào gốc toạ độ. Vậy thông 

lượng qua phía ngoài mặt cong S chính bằng thông lượng qua phía ngoài mặt cầu RS  và bằng 
q..4π   

4.3.3. Trường điều hoà 

a. Định nghĩa :  Trường véctơ )(MF gọi là trường điều hoà nếu nó vừa là trường ống vừa 
là trường thế, tức là : 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0

0F

Fdiv

rot
      (4.12) 

b. Tính chất : Hàm thế )(Mu  của trường điều hoà )(MF  là hàm điều hoà, nói cách khác 
hàm thế )(Mu thoả mãn phương trình Laplace : 0=Δu  

Hay   02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u        (4.13) 

Thật vậy, )(MF là trường thế nên hàm thế u thoả mãn R
z
uQ

y
uP

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂ ,, . 

Mặt khác )(MF  là trường ống nên 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P . 

Do đó             02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u . 

Theo định nghĩa thì trường hấp dẫn và điện trường là các trường điều hoà trong miền V 

không chứa gốc toạ độ. Hàm thế của trường đó có dạng 2
1 C

r
C

+ . Trong đó 21,CC  là các hằng 

số. Các ví dụ sau sẽ chỉ ra các hàm điều hoà tổng quát hơn. 

Ví dụ 3.  Chứng minh hàm số : 

 2 2 21
2 0 0 0

Cu(M) C , r (x x ) (y y ) (z z ) ,
r

= + = − + − + −   1 2C ,C là các hằng số tuỳ ý 

           là hàm điều hoà trong mọi miền V  không chứa điểm ),,( 0000 zyxM . 

Giải : Ta chứng minh hàm )(Mu  thoả mãn phương trình Laplace (4.13). 
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Thật vậy 3
0

12

'
1

r
xx

C
r

rC
x
u x −

−=−=
∂
∂

 

     5

2
0

2

12

2 )(3
r

xxr
C

x
u −−

−=
∂

∂
  

Tương tự :      

                           

5

2
0

2

12

2

5

2
0

2

12

2

)(3

)(3

r
zzr

C
z
u

r
yyrC

y
u

−−
−=

∂
∂

−−
−=

∂
∂

 

Do đó : 
[ ]

0
)()()(33

5

2
0

2
0

2
0

2

1 =
−+−+−−

−=Δ
r

zzyyxxr
Cu  

Tương tự kiểm tra thấy rằng hàm 2
0

2
0 )()(,1ln),( yyxxr

r
yxu −+−==  là hàm điều 

hoà trong mọi miền phẳng D không chứa điểm ),( 000 yxM , tức là hàm u đã cho thoả mãn 

phương trình Laplace trong mặt phẳng : 

   02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
y
u

x
uu  

4.4. Hệ tọa độ cong trực giao 

4.4.1..Định nghĩa:  

Mỗi một điểm M trong không gian thực được xác định bởi một bộ 3 số sắp thứ tự 
),,( 321 uuu và ngược lại, được kí hiệu M ),,( 321 uuu . Các số  321 ,, uuu  gọi chung là toạ độ cong 

của điểm M. Các mặt cong lần lượt có phương trình: ,101 uu =  ,202 uu =  303 uu = ,   

( 302010 ,, uuu là các hằng số) gọi là các mặt toạ độ trong hệ toạ độ cong. Giao của các mặt toạ độ 

gọi là các đường toạ độ. Nếu các đường toạ độ trực giao từng đôi thì hệ toạ độ cong được gọi là 
hệ toạ độ cong trực giao. Như vậy hệ toạ độ đề các, hệ toạ độ trụ (xem mục 2.4.2.), hệ toạ độ cầu 
(xem mục 2.4.3.) là các hệ toạ độ trực giao (H.4.3, H 4.4) 
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θ

ϕ

1k
2k

3k

ϕ

1k
2k

3k

 
 

4.4.2. Liên hệ giữa tọa độ đề các và tọa độ cong trực giao 

Mối liên hệ giữa các tọa độ được cho bởi hệ phương trình: 

                       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

),,(
),,(
),,(

321

321

321

uuuzz
uuuyy
uuuxx

                                                                        (4.14) 

Các đường tọa độ 321 ,, lll  cho bởi hệ phương trình: 

                        
⎩
⎨
⎧

=
=

0

0

),,(
),,(

jj

ii

uzyxu
uzyxu

,    .)3,2,1,( =ji  và  ji ≠ .                              (4.15) 

Các véctơ đơn vị của các đường tọa độ tại điểm M là  
→→→

321 ,, kkk (H 4.5), chúng thoả mãn:          

. khi  ,0 jikk ji ≠=
→→

 

Đặt  .3,2,1,
)()()(

1

222

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= i

z
u

y
u

x
u

h
iii

i  Người ta đã chứng minh được những công 

thức sau đây, cho mối liên hệ giữa toạ độ đề các và toạ độ cong. 

             ),,(),,( 332211 duhduhduhdzdydxrd ==
→

       

          ),,(),,( 212113133232 duduhhduduhhduduhhdzdydxSd ==
→

                      (4.15)       

             321321 dududuhhhdxdydzdV ==   

Trong toạ độ cầu  ),,( θϕr , ta có: θsin,,1 321 rhrhh === . 
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Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , ta có: 1,,1 321 === hrhh . 

4.4.3.Các đặc trưng của trường trong hệ toạ độ cong trực giao 

a. )u,u,u(GradU 321  

Công thức tổng quát:  .111
3

33

2

22

1

11

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
u
U

h
k

u
U

h
k

u
U

h
gradU                           

Trong toạ độ cầu cho ),,( θϕrU , ta có: 

.
sin
11

321

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kU
r

kU
r

k
r
UgradU

ϕϕθ
      (4.16)  

Trong toạ độ trụ cho ),,( zrU ϕ , ta có: .1
321

→→→

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
z
UkU

r
k

r
UgradU

ϕ
  (4.17)    

b. )u,u,u(FDiv 321

→

 

Công thức tổng quát:  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()()(1
213

3
132

2
321

1321
hhF

u
hhF

u
hhF

uhhh
Fdiv  

Trong toạ độ cầu  ),,( θϕr , cho ),,( ϕθ FFFF r=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()sin()sin(
sin
1 2

2 rFrFrF
rr

Fdiv r ϕθ ϕ
θ

θ
θ

θ
                           (4.18) 

Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , cho ),,( zr FFFF ϕ=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
→

)()()(1 rF
z

FrF
rr

Fdiv zr ϕϕ
                                                            (4.19) 

c. )u,u,u(FRot 321

→

   

     Công thức tổng quát:  

 

    

332211
321

21

3

13

2

32

1

F

FhFhFh
uuu

hh
k

hh
k

hh
k

rot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

→→→

→
                    (4.20)     

Trong toạ độ cầu ),,( θϕr , cho ),,( ϕθ FFFF r=
→

, ta có: 
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+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

=

→
→

)()sin(
sin2

1 rFrF
r

kFrot θϕ ϕ
θ

θθ
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

→

)sin()(
sin

2 θ
ϕθ ϕ rF

r
F

r
k

r  

              + ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂
∂

→

)()(3
rFrF

rr
k

θθ                                                                         (4.21)   

  

Trong toạ độ trụ  ),,( zr ϕ , cho ),,( zr FFFF ϕ=
→

, ta có: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

=

→
→

)()(1 rF
z

F
r
kFrot z ϕϕ

+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−
∂
∂→

)()(2 zr F
r

F
z

k +   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

+

→

)()(3
rFrF

rr
k

ϕϕ    

                                                                                                                                     (4.22)  

d.  Biểu diễn UΔ  

  Công thức tổng quát:   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=Δ )()()(1

33

21

322

13

211

32

1321 u
U

h
hh

uu
U

h
hh

uu
U

h
hh

uhhh
U  

Trong toạ độ cầu cho ),,( θϕrU , ta có: 

 

                    (4.23) 
 

Trong toạ độ trụ cho ( , , )U r zϕ , ta có: 

.11
2

2

2

2

22

2

z
UU

rr
U

rr
UU

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
ϕ

                                                                    (4.24) 

Ví dụ 4.  Cho hàm số )sin(cos θθ += rU , trong đó r là khoảng cách từ gốc toạ độ O đến 

điểm M, còn θ  là góc giữa  
→

OM và trục Oz. 

a. Tính gradU 

b. Xác định véctơ đơn vị  0n  của mặt phẳng ConstU =  tại điểm có .
3
π

θ =  

Giải:   
a. Theo giả thiết, hàm số U có các đối số là các toạ độ cầu. 
Thay U vào công thức (4.16), ta  nhận được 

                            21 )sin(cos)sin(cos
→→

−++= kkgradU θθθθ   

2

2

222

2

22

2

sin
1cos12

ϕθθ
θ

θ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=Δ
U

r
U

r
U

rr
U

rr
UU
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b.  Ta có //on
→

gradU, theo trên ,2=gradU thay 
3
πθ =  vào công thức trên suy ra:        

1 20
1n (1 3) k (1 3) k .

2 2

→ → →
= + + −            

Ví dụ 5: Tìm hằng số k để trường véctơ cho trong hệ toạ độ cầu 
→→

= rrF k có thông lượng 
bảo toàn (trường ống). 

Giải:  Biểu diễn    )0,0,( 1+
→→
== kk rrrF , theo công thức (4.18) nhận được:     

 ,0)3()sin(
sin
1 3

2 =+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂

= +
→

kk rkr
rr

Fdiv θ
θ

 suy ra  3−=k . 

Ví dụ 6: Chứng minh trường véctơ cho trong hệ toạ độ cầu 
→→

= rrF k  là trường thế với mọi 
số k. 

Giải: Biểu diễn )0,0,( 1+
→→
== kk rrrF , theo công thức (4.21) nhận được    

=
→
Frot −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂ +

→

)(
sin

12 kr
r

k
ϕθ

0)( 13 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∂
∂ +

→
kr

r
k

θ
, với mọi k. Vậy trường véctơ đã cho là 

trường thế.                                                                    
 

Ví dụ 7.  Biết 0=Δu   và  )( 22 yxuu += .  Tìm dạng tổng quát của hàm u .       

Giải : Rõ ràng hàm u được cho trong toạ độ trụ. Theo công thức (4.24), ta có  

                       0)(11
2

2

==+=Δ
dr
dur

dr
d

rdr
du

rdr
udu  

Suy ra    .ln,, 2111 CrCu
r
drCduC

dr
dur +=⇒=⇒=  

                         ( ,, 21 CC là các hằng số tuỳ ý) 

Ví dụ 8.  Biết 0=Δu   và  )( 222 zyxuu ++= .  Tìm dạng tổng quát của hàm u        

 Giải  :Rõ ràng hàm u được cho trong toạ độ cầu. Theo công thức (4.23), ta có  

                       0)(12 2
22

2

==+=Δ
dr
dur

dr
d

rdr
du

rdr
udu  

          Suy ra    ra    .1,, 21211
2 C

r
Cu

r
drCduC

dr
dur +−=⇒=⇒=  

                         ( ,, 21 CC là các hằng số tuỳ ý) 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 4. Lý thuyết trường 

 114

TÓM TẮT CHƯƠNG 4 

•  Phương trình mặt đẳng trị :        Czyxu =),,( , C là hằng số     

•  Građiên tại điểm (x,y,z).            Ω∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ),,(,,,),,( zyx
x
u

y
u

x
uzyxgradu   

•  Phương trình đường dòng : 

                                                        
),,(

)('
),,(

)('
),,(

)('
zyxR

tz
zyxQ

ty
zyxP

tx
==  

•  Thông lượng của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

 qua mặt cong S : 

                                                  ∫∫∫∫∫∫ =++==Φ
SSS

SdFRdxdyQdzdxPdydzdSnF ...  

•  Độ phân kỳ của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

tại điểm (x,y,z): 

 
z
R

y
Q

x
PzyxFdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=),,(  

•  Hoàn lưu của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

dọc theo đường cong L : 

.
L L

C Pdx Qdy Rdz F d r
→ →

= + + =∫ ∫   

•Rôta của trường véc tơ  ( , , )F P Q R
→

 tại điểm (x,y,z).                                                                              

 

R Q P R Q ProtF .i .j .k
y z z x x y

i j k

        
x y z

P Q R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

 

• Trường thế : ( )F M là trường thế nếu : 

( ) : ( ) ( ),u M F M gradu M M V∃ = ∀ ∈  hay     F( ) 0,rot M M V= ∀ ∈ . 

• Trường ống :  ( )F M là trường ống nếu : 

 VMMFdiv ∈∀= ,0)(  

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
P
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• Trường điều hoà :   ( )F M là trường điều hoà nếu         
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0

0F

Fdiv

rot
  

• Phương trình Laplace :            02

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

z
u

y
u

x
u    

 Nghiệm của phương trình Laplace gọi là hàm điều hoà. 

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 4. 

4.1. Các mặt mức của một trường vô hướng không giao nhau. 
     Đúng                              Sai   

4.2. ( , , )gradu x y z là một véc tơ. 

     Đúng                              Sai  

4.3. ( , , )divF x y z là một véc tơ. 

    Đúng                               Sai  

4.4. ( , , )rotF x y z là một véc tơ. 

      Đúng                              Sai  
4.5. Trường thế là một trường vô hướng có gradu = 0. 

     Đúng                              Sai  
4.6. Trường thế là một trường không xoáy và ngược lại  

     Đúng                              Sai  
4.7 Trường điều hoà là trường vô hướng u mà u thoả mãn phương trình Laplace. 

     Đúng                              Sai  
4.8.  Chứng minh các công thức 

   a.  FudivFgraduFudiv += .)(  

   b.  [ ] FrotGGrotFFGdiv −=,  

   c.  [ ] FurotFgraduFurot += ,)(  

4.9.  Cho 
yx

xu
+

= arcsin . Tính góc giữa gradu tại điểm (1,1) và (3,4). 

4.10.  Cho ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xu 1ln . Xác định điểm tại đó ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

9
16,1gradu  

4.11.  Tìm thông lượng của các trường véc tơ sau: 

     a.  kzxjyzixyF ++=  qua phần của mặt cầu 0,0,0,2222 ≥≥≥=++ zyxRzyx  
hướng   ra ngoài. 

     b.  kzjyixF 333 ++=  qua mặt cầu xzyx =++ 222  hướng ra ngoài. 
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     c.  kzjyixF ++=  qua mặt 0,1 22 ≥+−= zyxz  hướng lên trên. 

4.12.  Tính lưu số của trường kyxjxzizyF )()()( +++++=  dọc theo cung tròn nhỏ 

nhất của đường tròn lớn của mặt cầu 25222 =++ zyx  nối các điểm M(3,4,0) và N(0,0,5). 

4.13.Tính dzzyxyzdyxdxzxy
L

)2(22 2222 −++∫ ,                                                                                

L  có phương trình tztytx sin
2
1,sin

2
3,cos ===  hướng theo chiều tăng của t. 

4.14.  Chứng minh rằng các trường vectơ sau đây là những trường thế, tìm hàm thế vị của 
chúng. 

    a.  j
yx

eiyx
yx

eF
x

x

+
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+
=

−
− )ln(1

 

    b.  kyxzxyjxzyzxizyxyzF )2()2()2( ++++++++=  

    c.  kyxjxzizyF )()()( +++++=  

4.15.  Cho u và v là các hàm điều hoà. Chứng minh trường véc tơ vgraduugradv −  là 
trường  ống. 
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CHƯƠNG 5. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

GIỚI THIỆU 

Cũng như phép tính đạo hàm và vi phân, phương trình vi phân (PTVP) có tầm quan trọng 
rất lớn và có ứng dụng rộng rãi trong mọi lĩnh vực khoa học kỹ thuật và kinh tế. Cụ thể là nhiều 
bài toán kinh tế, kỹ thuật điện tử, y học,... đều dẫn đến phương trình vi phân. Trong toán học, 
phương trình vi phân là một chuyên ngành rất phát triển. Chương này cung cấp những kiến thức 
cơ bản về phương trình vi phân thường ( gọi vắn tắt là phương trình vi phân). Để học tốt chương 
này, yêu cầu người học phải nhận dạng đươc từng loại phương trình vi phân, qua đó mới có thể 
tích phân được (tìm được nghiệm), bởi vì không có một phương pháp chung nào để giải phương 
trình vi phân. Giải PTVP là một quá trình tính tích phân, vì thế yêu cầu người học phải thông thạo 
phép tính tích phân và vi phân, đó là  nội dung cốt lõi của toán học cao cấp. 

Một PTVP là một phương trình có dạng 0),...,',,( )( =nyyyxF  hay 

0),...,,,,( )(

)(

2

2
=n

n

dx
yd

dx
yd

dx
dyyxF  trong đó x là biến số độc lập, )(xyy =  là hàm số phải tìm, 

)(,...,'',' nyyy  là các đạo hàm của hàm số phải tìm, (trong PTVP nhất thiết phải có mặt ít nhất 
đạo hàm cấp k nào đó của hàm phải tìm).  Cấp cao nhất của đạo hàm của hàm số y phải tìm có 
mặt trong PTVP được gọi là cấp của PTVP, chẳng hạn: 

    0' =+xy  (PTVP cấp 1) 

    0)'(" 2 =+ yy  (PTVP cấp 2) 

Hàm số )(xyy =  là một nghiệm của PTVP nếu như nó thoả mãn phương trình tức là 
thay nó vào phương trình sẽ nhận được đồng nhất thức. Chẳng hạn với phương trình xy ='  ta 

có nghiệm 
2

2xy = , thậm chí Cxy +=
2

2
 trong đó C là hằng số tuỳ ý. 

Giải hay tích phân một PTVP là tìm tất cả các nghiệm của nó. Về mặt hình học, mỗi 
nghiệm của PTVP là một đường cong (đồ thị của nghiệm), vì thế người ta gọi đường cong đó 
là đường cong tích phân của PTVP. 

PTVP được gọi là tuyến tính cấp n nếu hàm số F là bậc nhất đối với )(,...,', nyyy , tức là 
phương trình có dạng: 

   )()(')(...)( 1
)1(

1
)( xfyxayxayxay nn

nn =++++ −
−  

trong đó )(),(),...,(1 xfxaxa n là các hàm số cho trước.  

Nếu 0)( ≡xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n thuần nhất. 

Nếu 0)( ≠xf  thì người ta gọi là phương trình tuyến tính cấp n không thuần nhất. 
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Trong chương này cần nắm vững các nội dung chính sau đây: 
1. Các phương trình vi phân cấp một thường gặp. 
Cần phân biệt được từng dạng phương trình vi phân và phương pháp tích phân tương 

ứng với tùng dạng. 
2. Các tính chất của PTVP tuyến tính cấp hai. 
Từ các tính chất của PTVP tuyến tính có thể tích phân được khi đã biết một nghiệm của 

PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng, hoặc hai nghiệm riêng của phương trình không thuần 
nhất đã cho, đặc biệt là khai thác nguyên lí chồng chất nghiệm. 

3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai có hệ số hằng số. 
Bên cạnh phương pháp biến thiên hằng số Lagrange, cần nhận biết dạng hàm đặc biệt ở 

vế phải để tích phân PTVP bằng phương pháp hệ số bất định.Vận dụng, có thể giải PTVP 
tuyến tính có hệ số hằng số cấp n. 

NỘI DUNG 

5.1. Phương trình vi phân cấp 1 

Trước hết ta xét một bài toán hình học dẫn đến PTVP. Hãy tìm phương trình đường cong L 
))(( xyy = có tính chất: mỗi đoạn của tiếp tuyến với đuờng cong C nằm giữa hai trục toạ độ đều 

bị tiếp điểm chia thành hai phần bằng nhau. 

                                                    

),( yxM

α

L

 
Giả sử LyxM ∈),( , khi đó hệ số góc tiếp tuyến với đường cong tại M là: 

   
PA
ytgxy −== α)('  (xem H.5.1) 

Do M là trung điểm của AB nên xPAOP == , suy ra 
x
yy −=' . 
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Như vậy hàm số phải tìm thoả mãn PTVP cấp 1. Sau này chúng ta sẽ có cách giải phương 

trình trên, nhưng trước hết ta có thể thử lại rằng hàm số 
x
Cy =  thoả mãn phương trình với C là 

hằng số tuỳ ý. Tóm lại, họ các đường hyperbol có tính chất đã đặt ra. 

5.1.1. Các khái niệm cơ bản 

Dạng tổng quát của PTVP cấp 1: 

   0)',,( =yyxF  hay 0),,( =
dx
dyyxF     (5.1) 

Nếu từ (5.1) giải ra được y’ thì ta có PTVP cấp 1 đã giải ra đối với đạo hàm: 

   ),(' yxfy =        (5.2)  

A. Định lý tồn tại duy nhất nghiệm Cauchy-Peano 

Cho phương trình (5.2): ),(' yxfy =  và Dyx ∈),( 00                  (5.3) 

Định lý 5.1. Nếu f(x,y) liên tục trên miền D trong mặt phẳng Oxy thì tồn tại nghiệm: 

)(xyy =  trong lân cận 0x  thoả mãn )( 00 xyy = . Ngoài ra nếu ),( yx
y
f
∂
∂

 cũng liên tục trên miền 

D thì nghiệm tìm được là duy nhất. 

Bài toán tìm nghiệm của PTVP thoả mãn điều kiện (5.3) gọi là bài toán Cauchy. Điều kiện 
(5.3) gọi là điều kiện ban đầu. 

B. Nghiệm tổng quát, tích phân tổng quát 
Ta gọi nghiệm tổng quát của PTVP cấp 1 là hàm số                                                        

                     ),( Cxy ϕ=                                                                                       (5.4) 

trong đó C là hằng số tuỳ ý, thoả mãn các điều kiện sau: 

a. Thoả mãn PTVP với mọi hằng số C. 

b. Có thể tìm một giá trị 0CC =  sao cho ),( 0Cxy ϕ= thoả mãn điều kiện ban đầu 

),()( 0000 Cxxyy ϕ== với ),( 00 yx thoả mãn định lý tồn tại và duy nhất nghiệm. 

Nghiệm tổng quát cho dưới dạng ẩn: 

   0),,( =Φ Cyx        (5.5) 

Hệ thức này gọi là tích phân tổng quát của PTVP cấp 1. Về mặt hình học, nghiệm tổng quát 
hay tích phân tổng quát xác định một họ đường cong trong mặt phẳng không cắt nhau gọi là các 
đường cong tích phân của PTVP cấp 1.  

C. Nghiệm riêng, tích phân riêng 

Hàm số ),( 0Cxy ϕ= gọi là một nghiệm riêng của PTVP, tức là được suy ra từ nghiệm tổng 

quát (5.4) với hằng số C xác định 0CC = . Tương tự ta có một tích phân riêng của PTVP  

   0),,( 0 =Φ Cx ϕ   
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Chú ý:  PTVP còn có các nghiệm khác nữa, không thể nhận được từ nghiệm tổng quát, 
được gọi là nghiệm kỳ dị. 

5.1.2. Các PTVP cấp một thường gặp 

A. Phương trình với biến số phân li 
a. Định nghĩa: Phương trình với biến số phân li (phương trình tách biến) là PTVP có dạng: 

   0)()( 21 =+ dyyfdxxf       (5.6) 

Chẳng hạn:  0
11 22

2
=

+
+

+ y
ydy

x
dxx  là phương trình với biến số phân li. 

b. Phương pháp tích phân 
Phương trình (5.6) có dạng: 

  dxxyyfdyyfdxxf )(')()()( 221 −=−=  

Lấy tích phân hai vế ta có : 

  CdyyfCdxyyfdxxf +−=+−= ∫∫∫ )()()( 2
,

21  

Vậy     Cdyyfdxxf =+ ∫∫ )()( 21       (5.7) 

Đó là tích phân tổng quát của (5.6) 

Chú ý : Phương trình dạng : 0)()()()( 2211 =+ dyyNxMdxyNxM  có thể đưa về dạng 

tách biến. Thật vậy, nếu 0)(2 ≠xM  và 0)(N1 ≠y  thì chia hai về của phương trình cho 

)().( 12 yNxM  sẽ được : 

   0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yNdx

xM
xM

 

Đó là phương trình với biến số phân li. 

Nếu 0)(2 =xM  tại ax =  hoặc 0)(1 =yN tại by =  thì bằng cách thay trực tiếp nhận 
được ax =  hoặc by =  là nghiệm. 

Ví dụ 1 : Tìm tích phân tổng quát của phương trình : 

  0)2)(1()1( 43 =−−++ dyyxdxyx  

Giải : Với 01 ≠+y và 014 ≠−x  ta có : 

  0
1
2

14

3
=

+
−

+
−

dy
y
ydx

x
x

 

Tích phân tổng quát là : 

  ∫ ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−+
−

− Cdy
y

dx
x
xd

1
31

1
)1(

4
1

4

4
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  Cyyx =+−+− 1ln31ln
4
1 4  

Ngoài ra 01 =+y  hay 1−=y  và 014 =−x  hay 1±=x  đều là các nghiệm. 

Ví dụ 2 : Tìm nghiệm của bài toán Cauchy 

  
0)0(

)cos()cos('
=

−++=
y

yxyxy
 

Giải :  yxyxyxy coscos2)cos()cos(' =−++=  

  0cos ≠y  tức Zkky ∈+≠ ,
2

ππ
 

Ta có : 

  

∫ ∫ +=

=

Cxdx
y

dy

xdx
y

dy

cos2
cos

cos2
cos

 

                        Cxytg +=+ sin2)
42

(ln π
     

Từ điều kiện ban đầu suy ra :  0,
4

ln =⇒= CCtg π      

Vậy nghiệm của bài toán Cauchy đã cho là  xytg sin2)
42

(ln =+
π

.  

B.Phương trình đẳng cấp cấp một 
a. Định nghĩa : Phương trình đẳng cấp cấp một là PTVP có dạng 

                         ),(,

x
yfy = hay ,y f (t),=    với 

yt .
x

=                                                 (5.8) 

b.  Phương pháp tích phân                          

Coi 
x
yt =  là hàm của x, 

x
t

x
y

x
y

x
yt −=−=

''' 2  

Thay vào phương trình sẽ có : 

 )(' tfxtt =+     hay     ttfxt −= )('  

*  Nếu 0)( ≠− ttf  ta có phương trình dạng (5.6) 

                                       
ttf

dt
x

dx
−

=
)(

 

*  Nếu 0)( =− ttf  tức là 
x
y

x
yf =)( . Vậy ta có phương trình tách biến dạng (5.6) 
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x
y

dx
dy

=  

*  Nếu ( ) 0=− ttf  tại 0tt =  hay xty .0=  thì bằng cách thử trực tiếp ta có nghiệm xty 0=  

 

Ví dụ 3 : Giải phương trình 

  0'2 22 =+− xyxyy  

Giải : Chia hai vế cho 2x  ta được : 

  01)('2 2 =+−−
x
yy

x
y

                                                                                                                   

Đặt '', xttytxy
x
yt +=⇒==  vào phương trình sẽ nhận được :      

       

∫ ∫ +−=
+

−=
+

=++

12

2

2

1
2

1
2

01'2

C
x

dx
t

tdt
x

dx
t

tdt
txtt

 

 1
2 ln)1ln( Cxt +−=+  

Hay : 
x
Ct =+ 21  

Trở về biến cũ ta có :
x
C

x
y

=+ 2

2
1   

Hay  
42

2
2

2 CyCx =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

Đó là các đường tròn có tâm nằm trên trục Ox 
Ví dụ 4 :  Tích phân phương trình :  

                         (y x 1)dx (x y 2)dy− − = + +  

Giải :  

   
3
1

++
−−

=
yx
xy

dx
dy

  

Đây chưa phải là dạng (5.8), tuy nhiên thực hiện phép đổi biến : 

   
⎩
⎨
⎧

+=
+=

0

0

yvy
xux

  

có thể đưa được về dạng (5.8). Thật vậy 
du
dv

dx
dy

=  và chọn ),( 00 yx sao cho : 
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⎩
⎨
⎧

+=++++
−=−−−+

vuyvxu
uvxuyv

3
1

00

00  

Hay 0 0 0

0 0 0

x y 1 0 x 2
       

x y 3 0, y 1
− + = = −⎧ ⎧

⎨ ⎨+ + = = −⎩ ⎩
 

Khi đó  )(
1

1

u
vf

u
v
u
v

uv
uv

du
dv

=
+

−
=

+
−

=  

Đặt 'utt
du
dv

u
vt +=⇒=  

  

∫ ∫ +−=
+

+
−=

+

+
+
−−

=−
+
−

=

+
−

=+

122

2

1
)1(,

1
)1(

1
1

1
1

1
1

C
u
du

t
dtt

u
du

t
dtt

t
tt

t
t

du
dtu

t
tt

du
dtu

 

  

ut

Carctgt

Cuarctgtt

.1
ln

ln)1ln(
2
1

2

1
2

+
=

+−=++
 

Trở về biến cũ sẽ có tích phân tổng quát : 

  

2
11)2(

ln
2
1

+
+

++
=

+
+

x
yx

C
x
yarctg  

C. Phương trình tuyến tính cấp 1 
a. Định nghĩa : PTVP có dạng sau đây được gọi là PTVP tuyến tính cấp 1 : 

   )()(' xqyxpy =+         (5.9) 

với )(),( xqxp liên tục trên (a,b)  

Nếu 0)( ≠xq trên (a,b) thì gọi là PTVP tuyến tính không thuần nhất. 

Nếu 0)( ≡xq  trên (a,b) thì gọi nó là PTVP tuyến tính thuần nhất. 

b. Phương pháp tích phân 
Cho phương trình không thuần nhất (5.9). Gọi phương trình vi phân sau đây là PTVP tuyến 

tính thuần nhất tương ứng với (5.9) : 

   0).(' =+ yxpy        (5.10)  

Trước hết, nhận thấy (5.10) là PTVP với biến số phân li. Nghiệm tổng quát của nó có dạng : 
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∫ ∫ +−=

−=

1)(

)(

Cdxxp
y

dy

dxxp
y

dy

 

   ∫= p(x)dx-Cey         (5.11)  

Bây giờ ta tìm nghiệm tổng quát của (5.9) bằng phương pháp coi hằng số C trong (5.11) là 
hàm số và gọi đó là phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Cụ thể thay 

   ∫= − dxxpexCy )()(       (5.12) 

vào (5.9) ta có : 

   
∫=

=∫+∫−∫ −−−

dxxp

dxxpdxxpdxxp

exqxC

xqexpxCexpxCexC
)(

)()()(

)()('

)()()()()()('
 

   1
)()()( CdxexqxC dxxp +∫= ∫       (5.13) 

Như vậy tồn tại hàm số C(x) phụ thuộc vào một hằng số cộng 1C tuỳ ý để (5.12) là nghiệm 
của PTVP (5.9). Chứng tỏ nghiệm tổng quát của (5.9) có dạng : 

   ∫ ∫∫+∫= −− dxexqeCey dxxpdxxpdxxp )()()( )(    (5.14) 

Nếu trong (5.13) lấy C 0=   ta được một nghiệm riêng của (5.9). Do đó cũng có thể nói rằng 
phương pháp biến thiên hằng số Lagrange là phương pháp tìm một nghiệm riêng của phương trình 
không thuần nhất khi biết nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng. Dạng nghiệm 
(5.14) có thể mô tả tổng quát sau đây :  

    *yyy +=        (5.15) 

trong đó y  là nghiệm tổng quát của PTVP thuần nhất tương ứng và *y  là một nghiệm riêng của 
chính phương trình không thuần nhất. 

Dạng (5.15) đúng cho PTVP tuyến tính có cấp bất kỳ nói riêng và đúng cho các hệ tuyến 
tính nói chung. 

Ví dụ 5 :  Tích phân phương trình : 

   x
x
yy =−'  

Giải : Đặt vào công thức (5.14) trong đó 
x

xp 1)( −= , xxq =)( , ta có : 

   dxexeCey x
dx

x
dx

x
dx

∫∫
+

∫
=

−

∫  

Xét với 0>x  : 

   2lnlnln . xCxdxxCxdxexeCey xxx +=+=+= ∫∫ −
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Xét với 0<x  

   

ln x ln x ln x

2

1y Ce e x.e dx C x x x. dx
x

   Cx x ( 1)dx Cx x .

−= + = +

= − − − = − +

∫ ∫

∫
 

Vì C tuỳ ý nên 0≠∀x , nghiệm tổng quát có thể viết dưới dạng : 

   2y Cx x .= +  

D. Phương trình Bernoulli 
Đây là PTVP không tuyến tính (phi tuyến) tuy nhiên có thể đưa về dạng PTVP tuyến tính 

bằng cách thay đổi biến số thích hợp. 

a. Định nghĩa :  PTVP có dạng )()(' xqyyxpy α=+       (5.16) 

trong đó R∈α  và 1,0 ≠≠ αα , các hàm )(),( xqxp cho trước, liên tục trên (a,b) 

b. Phương pháp tích phân 

Chia hai vế của (5.16) cho αy  ta sẽ có: 

  )(1)('
1 xq

y
xp

y
y

=+
−αα  

Đặt 1
1)(
−

= αy
xu , do đó 

y 'u ' (1 ) .
yα= −α                                                     (5.17) 

Thay vào phương trình trên sẽ nhận được PTVP tuyến tính cấp 1 đối với hàm )(xu : 

   )()1()()1(' xquxpu αα −=−+      (5.18) 

Sau khi tích phân phương trình (5.18), ta trở về biến cũ theo (5.17). 
Ví dụ 6: Tích phân phương trình: 

   yeyy
x
2' =+  

Giải:  Chia hai vế cho y  sẽ có: 

   2'
x

ey
y

y
=+  

 Đặt  
y

yuyu
2

'', ==  phương trình được đưa về dạng: 

   2
2
1

2
1'

x

euu =+  
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CeeCy

eCey

dxeeCey

dxeeeCeu

xx

xx

x
xx

dxxdxdx

++=

+=

+=

∫∫
+

∫
=

−

−

−−

−−

∫

∫

4
1
2
1

2
1.

2
1

2

22

22

2
1

22
1

2
1

  

E. Phương trinh vi phân toàn phần 
a. Định nghĩa: Phương trình vi phân dạng: 

  0),(),( =+ dyyxQdxyxP         (5.19) 

trong đó        Dyx
y
P

x
Q

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(,        (5.20) 

gọi là một PTVP toàn phần. 

Điều kiện (5.20) chứng tỏ vế trái của phương trình (5.19) là vi phân toàn phần của hàm   
),( yxu nào đó. 

b. Phương pháp tích phân 

 Điều kiện (5.20) chứng tỏ tồn tại hàm ),( yxu để dyyxQdxyxPdu ),(),( +=  theo công 
thức (3.24) thì : 

   
0 0

0( , ) ( , ) ( , )
yx

x y

u x y P x y dx Q x y dy= +∫ ∫  

Như vậy tích phân tổng quát có dạng : Cyxu =),(       (5.21)  

Ví dụ 7 : Giải PTVP 

   0)3()3( 3223 =+++ dyyyxdxxyx  

Giải :  Đặt 3 2 2 3P x 3x y ,Q 3x y y= + = +  

  
Q P Q P6xy, 6xy , (x, y)
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
= = ⇒ = ∀

∂ ∂ ∂ ∂
 

Vậy phương trình đã cho là PTVP toàn phần. 

  
4224

0

3

0

23

4
1

2
3

4
1           

)3(),(

yyxx

dyydxxyxyxu
yx

++=

++= ∫∫
 

Tích phân tổng quát :    Cyxu =),(  

Hay        4 2 2 4x 6x y y C.+ + =  
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c. Thừa số tích phân 
Trong một số trường hợp điều kiện (5.20) không thoả mãn. Khi đó PTVP (5.19) chưa phải 

là PTVP toàn phần. Nếu tồn tại hàm số ),( yxα  để phương trình : 

   0=+ QdyPdx αα                                                                      (5.19) /  

là PTVP toàn phần, tức là thoả mãn điều kiện : 

   DyxP
y

Q
x

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(),()( αα      (5.22) 

thì hàm số ),( yxα gọi là thừa số tích phân của PTVP. 

Người ta chứng minh được rằng nghiệm của PTVP (5.19) / cũng là nghiệm của PTVP (5.19). Vì 
vậy để giải PTVP (5.19) không thoả mãn điều kiện (5.20) người ta có thể tìm một thừa số tích 
phân (x, y)α  và đi tích phân PTVP toàn phần. 

Ví dụ 8 : Cho phương trình : 

   0cossin2 22 =+ dyyxydxy  

Chứng tỏ rằng 3),( xyx =α  là thừa số tích phân của phương trình và giải phương trình đó. 

Giải : Nhân hai vế của phương trình với 3x  ta được : 

  0cossin2 2423 =+ dyyyxdxyx  

Đặt 
2423 cos,sin2 yyxQyxP == , 3 2 3 2Q P Q P4x ycos y , 4x ycos y , (x, y)

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= = ⇒ = ∀
∂ ∂ ∂ ∂

 

Chứng tỏ 3),( xyx =α  là thừa số tích phân. Theo công thức (3.24.Chương 3), tích phân 
tổng quát của PTVP là 

                              u(x,y)= C, trong đó ∫ ==
x

yxdxyxu
0

2423 sin
2
1sin2  

Vậy :                      Cyx =24 sin . 

Trong một số trường hợp đặc biệt ta có thể kết luận về sự tồn tại thừa số tích phân phụ 
thuộc vào một biến x hoặc y. Thật vậy giả sử )(xαα = là thừa số tích phân của PTVP không toàn 

phần (5.19). Khi đó [ ] [ ]),().(),().( yxPx
y

yxQx
x

αα
∂
∂

=
∂
∂

      

tức là  
x
QQ

y
P

∂
∂

+′=
∂
∂ ααα  

Chia hai vế cho Qα và biến đổi ta được : 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
P

x
Q

Qdx
d 11 α

α
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Chứng tỏ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
y
P

x
Q

Q
1

 chỉ là hàm của x và tích phân sẽ có : 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y
P

x
Q

Q
d 1
α
α

 

  
dx

y
P

x
Q

Qex
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−∫
=

1

)(α                                 (5.23) 

Tương tự nếu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

y
P

x
Q

P
1

 chỉ là hàm của y thì sẽ tồn tại thừa số tích phân là hàm của 

một biến y và công thức tìm: 

  
dy

y
P

x
Q

Pey
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

∫
=

1

)(α                                 (5.24) 

Ví dụ 9. Tích phân PTVP : 

  0)
3

2()(
3

222 =++++ dyxxyxydxyx  

Giải. 

Đặt 
3

2,
3

222 xxyxyQyxP ++=+=  

y
y
Pxyy

x
Q 2,2 22 =

∂
∂

++=
∂
∂

 

11
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

Py
P

x
Q

 Suy ra một thừa số tích phân là ydy eey =∫=)(α  

Nhân hai vế của phương trình trên với ey sẽ có : 

  0)
3

2()(
3

222 =++++ dyxxyxyedxyxe yy  

Vế trái là vi phân toàn phần của hàm số : 
 

  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

++= ∫∫

xyxeyxu

dydxyxeyxu

y

yx
y

2
3

00

22

3
),(

0)(),(

 

Vậy tích phân tổng quát của PTVP là : 

  Cyxxe y =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ 2

2

3
 (C là hằng số tuỳ ý). 
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5.2 Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai 

Trước hết, ta xét một bài toán dẫn đến PTVP tuyến tính cấp hai. Xét mạch RLC (hình 5.2). 

 

 
Gọi u(t) là tổng điện áp trên các phần tử của mạch, vậy u(t) = 0. i(t) là cường độ dòng điện 

trong mạch. Trong kỹ thuật điện tử đã biết hiệu điện thế trên điện trở là Ri(t), trên cuộn tự cảm là 

dt
diL  và trên tụ là 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+∫ 0

0

1 qidt
C

t
 trong đó q0 là điện lượng ban đầu trên tụ. Vậy ta có mối liên hệ 

sau đây:           
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++== ∫ 0

0

)(1)()(0 qdtti
Cdt

diLtRitu
t

 

Lấy đạo hàm 2 vế ta sẽ có : 

  
C
iiLiRtu +′′+′=′ )(  

Vậy nhận được phương trình tuyến tính cấp 2 đối với hàm số i : 

  
iLi Ri 0
C

′′ ′+ + =  

Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 là phương trình có dạng : 

             )()()( 21 xfyxayxay =+′+′′       (5.25) 

trong đó )(),(),( 21 xfxaxa  liên tục trên (a,b).  

Nếu 0)( ≠xf  thì (5.25) gọi là PTVP tuyến tính không thuần nhất. 

Nếu 0)( ≡xf  thì (5.25) gọi là PTVP tuyến tính thuần nhất. 

Người ta đã chứng minh rằng với các giả thiết trên, PTVP (5.25) luôn tồn tại nghiệm và 
nghiệm của bài toán Cauchy sau đây là duy nhất. 

Tìm nghiệm của PTVP (5.25) thoả mãn: 

                         
⎩
⎨
⎧

′=′
=

00

00

)(
)(

yxy
yxy

       (5.26) 
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trong đó (x0, y0, y’0) cho trước. Các điều kiện (5.26) gọi là các điều kiện ban đầu. Bài toán 
trên gọi là bài toán Cauchy 

 Người ta gọi PTVP (giữ nguyên vế trái của (5.25)) 

           0)()( 21 =+′+′′ yxayxay               (5.27) 

là PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng với PTVP tuyến tính không thuần nhất (5.25). 

Mọi hệ tuyến tính đều có tính chất chung nên tương tự như PTVP cấp một, nghiệm của 
PTVP (5.25) có quan hệ với nghiệm của PTVP (5.27). Vì thế trước hết ta xét PTVP (5.27). 

5.2.1 Tính chất nghiệm của PTVP tuyến tính thuần nhất. 

Xét PTVP tuyến tính thuần nhất: 

 0)()( 21 =+′+′′ yxayxay        (5.28) 

Định lý 5.2. Nếu y1 và y2 là nghiệm của PTVP (5.28) thì y1+y2 và Cy1 (hoặc Cy2) với C là 
hằng số tuỳ ý, cũng là nghiệm của (5.28). 

Chứng minh : Thật vậy thay y = y1+ y2, y = Cy1 vào PTVP (5.28) sẽ nhận thấy chúng thoả 
mãn PTVP đó : 

 [ ] [ ] 0)()()()(

))(())(()(

2221212111

21221121

≡+′+′′++′+″=

++′++′′+

yxayxayyxayxay

yyxayyxayy
 

 ( ) [ ] 0)()()())(( 1211112111 ≡+′+′′=+′+″ yxayxayCCyxaCyxaCy  

Trước hết ta xét khái niệm hai hàm phụ tuyến tính, độc lập tuyến tính. Các khái niệm này 
cũng tương tự như các khái niệm của véc tơ trong không gian đã học trong toán cao cấp A2. 

Các hàm )(),( 21 xx ϕϕ liên tục trên (a,b) gọi là phụ thuộc tuyến tính trong (a,b) nếu tồn tại 2 

hằng số  21,αα không đồng thời bằng 0 sao cho : 

 ),(,0)()( 2211 baxxx ∈∀≡+ ϕαϕα       (5.29) 

Ngược lại, tức là (5.29) chỉ xảy ra khi 021 == αα  thì nói rằng )(),( 21 xx ϕϕ  là độc lập 
tuyến tính trên (a,b). Dễ dàng chỉ ra rằng : Hai hàm số độc lập tuyến tính khi và chỉ khi tỷ số của 
chúng không phải là hằng số. Hai hàm số phụ thuộc tuyến tính khi và chỉ khi chúng tỉ lệ với nhau 

Chẳng hạn :    2
321 )(,)(,1)( xxxxx === ϕϕϕ  

  xx exexxxxx 2
7654 )(,)(,cos)(,sin)( ==== ϕϕϕϕ  là độc lập tuyến tính từng 

đôi trên khoảng (a,b) bất kỳ. 

Định lý 5.3. Nếu các hàm  )(),( 21 xx ϕϕ phụ thuộc tuyến tính trên (a,b) thì : 

 [ ] ),(,0,
21

21
21 baxW ∈∀≡

′′
=

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ  

Gọi    [ ] 1 2
1 2

1 2

W , .
ϕ ϕ

ϕ ϕ =
′ ′ϕ ϕ

                                                                     (5.30) 
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là định thức Wronski của hai hàm 21,ϕϕ  

Chứng minh : 

Tồn tại 21,αα  không đồng thời bằng không để 0)()( 2211 ≡+ xx ϕαϕα  

Giả sử 02 ≠α , vậy )()( 1
2

1
2 xx ϕ

α
α

ϕ −=  suy ra : 

 [ ]
1

1 1
2 1 11

1 2
1 1 12

1 1
2

( )
, 0.

( )

−

= = − ≡
′ ′

′ ′−

x
W

x

αϕ ϕ
α ϕ ϕαϕ ϕ
α ϕ ϕαϕ ϕ
α

 

Định lý 5.4. Nếu các nghiệm y1, y2 của PTVP tuyến tính thuần nhất (5.28) là độc lập tuyến 
tính trên (a,b) thì [ ] ),(,0, 21 baxyyW ∈∀≠       (5.31) 

Chứng minh : 

Gỉa sử ngược lại [ ] 0)(),( 0201 =xyxyW  với a < x0 < b. Xét hệ phương trình đại số với các 

ẩn C1, C2 :  

  
⎩
⎨
⎧

=′+′
=+

0)()(
0)()(

022011

022011

xyCxyC
xyCxyC

 

Hệ này có nghiệm không tầm thường C1, C2 (giả sử 02 ≠C ) vì định thức của hệ bằng 
không. 

Mặt khác hàm số  2211
~ yCyCy +=  cũng là nghiệm của (5.28) (theo định lý 5,2). 

Theo trên thì 0)(~,0)(~
00 =′= xyxy . Từ tính duy nhất nghiệm suy ra 0~ =y  trên (a,b) tức 

là : 

  ),(,02211 baxyCyC ∈∀≡+  

Mà 02 ≠C  chứng tỏ y1, y2 phụ thuộc tuyến tính, mâu thuẫn với giả thiết. 

Định lý 5.5. Nếu y1, y2 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của (5.28) thì nghiệm tổng quát của 
PTVP (5.28) có dạng :             2211 yCyCy +=                     (5.32) 

trong đó  21,CC  là các hằng số tuỳ ý 

Chứng minh : 
Trước hết ta thấy (5.32) là nghiệm của (5.28)  (theo định lý 5.2) và phụ thuộc vào 2 hằng số 

C1, C2 tuỳ ý. 

Ngoài ra với điều kiện đầu 00100 )(,)( yxyyxy ′=′=  thì sẽ tìm được C1, C2 duy nhất. Thật 

vậy hệ phương trình :  

⎩
⎨
⎧

′=′+′=′
=+=

00220110

00220110

)()()(
)()()(

yxyCxyCxy
yxyCxyCxy

 có 0
)()(
)()(

0201

0201 ≠
′′ xyxy

xyxy
 

Suy ra nghiệm (C1, C2) tồn tại duy nhất. 
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Định lý 5.6 Nếu biết 01 ≠y  là nghiệm của (5.28) thì có thể tìm được nghiệm y2 của (5.28) 
độc lập tuyến tính với y1  dạng : 

  ∫ ∫= − dxe
xy

xyxy dxxa )(
2
1

12
1

)(
1)()(                      (5.33) 

Chú ý : Trong tích phân trên hằng số cộng của tích phân bất định luôn lấy bằng 0. 

Chứng minh : 

Trước hết ta có thể tìm nghiệm y2 trong dạng )()()( 12 xuxyxy =  

Đặt vào (5.28) sẽ nhận được PTVP đối với hàm u(x) 

  [ ] 0)(2 12111111 =+′+′+′′+′′+′′ uyauyuyxauyuyuy  

  0)(2)( 1
1

112111 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+′′++′+′′ uxa
y
yuyyayayu  

Chọn u khác hằng số thoả mãn phương trình : 

  0)(2
1

1
=′⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+′′ uxa
y
yu  

Đặt uv ′=  có 0)(2
1

1

, =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

+ vxa
y
yv  

Đây là PTVP tuyến tính cấp 1, do đó : 

  

dxxa

dxxay

dxxadx
y
y

dxxa
y
y

e
y

C

eCe

eCe

Cev

∫=

∫=

∫∫
=

∫
=

−

−−

−
′

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

−

)(
2
1

)(ln2

)(2

)(2

1

11

11

1
1

.1
.

.  

Lấy 1=C  do đó có thể chọn u là : 

  ∫ ∫= − dxe
xy

xu dxxa )(
2
1

1.
)(

1)(  

Vì  1a (x)dx

2
1

1u (x) e 0
y

−∫′ = ≠  nên u(x) không phải là hằng số, chứng tỏ y1, y2 độc lập tuyến 

tính. 
Ví dụ 10 : Tìm nghiệm tổng quát của phương trình : 

 02
=+′+′′ yy

x
y  biết một nghiệm riêng 1

sin xy .
x

=  

Giải : Tìm y2 độc lập tuyến tính với y1 trong dạng (5.33)  
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 ∫ ∫
−−

=
∫

= dx
x

ex
x

xdx
x

ex
x

xy
xdx

x

2

ln22

2

2
2

2 sin
.sin

sin
.sin  

      2
sin x dx sin x cos x( cot gx) .

x sin x x x
= = − = −∫  

Vậy nghiệm tổng quát : 

 ( )1 2
1y C sin x C cos x .
x

= +  

Ví dụ 11 : Giải phương trình  

 0)1(ln2 =+′−′′− yyxyxx  biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng Rxy ∈= αα ,  

Giải : Trước hết tìm α  

Đặt αxy =1 vào phương trình sẽ có : 

 ),(,0)1()1(ln 22 baxxxxxx ∈∀=+−−− − ααα ααα  

 ),(,01)1)(1(ln baxx ∈∀=+−−− ααα  

suy ra xy =⇒=⇒
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

11
01

0)1(
α

α
αα

 

Tìm y2 trong dạng (5.33) 

 ∫
∫

=
−

2

)1(ln

2

2

x
dxexy

xx
xdx

 

      ∫∫
−−

=
∫

= dx
x

exdx
x

ex
xx

xd

2

)1ln(ln

2

1ln
ln

 

     ∫ ∫ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−=

−
= x

x
dxx

x
xdx

x
xx ln)1(ln11ln

22  

Nghiệm tổng quát xCxCy ln21 +=  

Chú ý : Để biết được một nghiệm không tầm thường của PTVP tuyến tính thuần nhất là rất 
khó khăn. Vì thế trong quá trình tích phân ta phải xem xét dạng phương trình để suy đoán được 
nghiệm hoặc tìm nghiệm theo sự gợi ý của bài toán.  

5.2.2 Tính chất nghiệm của PTVP tuyến tính không thuần nhất 

Xét PTVP (5.25) và PTVP thuần nhất tương ứng(5.27). 

Định lý 5.7.  Nghiệm tổng quát của PTVP (5.25) bằng tổng nghiệm tổng quát của PTVP 
(5.27) cộng với một nghiệm riêng bất kỳ của chính phương trình (5.25) 

   *yyy +=         (5.34) 
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Ở đây người ta dùng ký hiệu : 

 y  là nghiệm tổng quát của PTVP (5.27) 

 *y  là nghiệm riêng của PTVP (5.25) 

Chứng minh : Thay *yyy +=  vào (5.25) ta có: 

  
)()(0

)()()()()(

)())(())((

2
'*

1
"*

2
'

1
"

*
2

'*'
1

"*"

xfxf
xfyxayxayyxayxa

xfyyxayyxayy

=+
=+++++

=+++++

y  

Chứng tỏ *yyy +=  là nghiệm của (5.25). Nó phụ thuộc hai hằng số tuỳ ý 21,CC (có 

trong biểu thức của y ) và với điều kiện đầu thì 21,CC  sẽ tìm được duy nhất như đã chứng minh 
ở định lý 5.5 

Định lý 5.8 (Nguyên lý chồng chất nghiệm): Nếu *
2

*
1 , yy  lần lượt là các nghiệm riêng của 

phương trình không thuần nhất 

  
)()(')("
)()(')("

221

121

xfyxayxay
xfyxayxay

=++
=++

 

thì *
2

*
1

* yyy +=  là nghiệm riêng của phương trình (5.25) với vế phải 

)()()( 21 xfxfxf +=  

Chứng minh định lý này cũng tương tự như trên bằng cách thay *
2

*
1

* yyy +=  vào PTVP 
(5.25) sẽ nhận được đồng nhất thức. 

Ý nghĩa của nguyên lý là ở chỗ: vế phải f(x) có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm 
số, ứng với mỗi hàm số, nghiệm riêng thành phần có thể tìm được dễ dàng hơn và như vậy 
nghiệm riêng *y sẽ tìm được.    

Định lý 5.9: Nếu biết hai nghiệm riêng của PTVP (5.25) *
2

*
1 , yy  thì hàm số *

2
*
1 yyy −=  

là nghiệm của PTVP (5.27). 

Chứng minh định lý này bằng cách thay *
2

*
1 yyy −=  vào phương trình (5.27) và để ý đến 

*
2

*
1 , yy  là các nghiệm riêng của (5.25) sẽ nhận được đồng nhất thức. 

Định lý 5.10: Nếu biết hai nghiệm riêng 21, yy  độc lập tuyến tính của (5.27) thì một 
nghiệm riêng của (5.25) có thể tìm được bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Nghiệm 
đó có dạng:   

)()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=       (5.35) 

trong đó:  

/ /
1 1 2 2
/ / / /
1 1 2 2

C y C y 0

C y C y f (x)

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩        (5.36) 
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Chứng minh: Giả sử biết hai nghiệm độc lập tuyến tính của PTVP (5.27) là 21, yy . Khi đó 
nghiệm tổng quát của (5.27) là: 

  )()( 2211 xyCxyCy +=  

Nội dung của phương pháp biến thiên hằng số Lagrange là:  

Coi )()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=  là nghiệm riêng của (5.25), với sự tồn tại của 

)(),( 21 xCxC . 

Thật vậy '
22

'
112

'
21

'
1

'* yCyCyCyCy +++=  

Trước hết đặt điều kiện: 

  02
'
21

'
1 =+ yCyC ,   khi đó ,

22
,
11

*, yCyCy +=    (*) 

Bây giờ thay *y  vào (5.25) sẽ nhận được: 

  )()()( '
2

'
2

'
1

'
122

'
21

"
2212

'
11

"
11 xfyCyCyayayCyayayC =+++++++  

Để *y  là nghiệm thì phải có: 

  )('
2

'
2

'
1

'
1 xfyCyC =+          (**) 

Các điều kiện (*) và (**) bây giờ là: 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

)(

0
'
2

'
2

'
1

'
1

2
'
21

'
1

xfyCyC

yCyC
 

Hệ phương trình này hoàn toàn tìm được '
2

'
1,CC   do [ ]1 2¦W y , y 0≠ . Từ đó đó tìm được 

)(),( 21 xCxC . 

Ví dụ 12: Tìm nghiệm tổng quát của phương trình: 

  
1

1'
1

2" 22 +
=

+
+

x
y

x
xy . 

Giải: Phương trình thuần nhất tương ứng là: 

  0'
1

2" 2 =
+

+ y
x

xy  

Dễ nhận thấy phương trình thuần nhất này có một nghiệm là 11 =y  

Nghiệm thứ hai độc lập tuyến tính tìm theo công thức (5.33) sẽ là: 

  arctgx
x

dxdxey
dx

x
x

∫∫ =
+

=
∫

= +
−

12
1

2

2
2  

Nghiệm riêng của PTVP đã cho tìm trong dạng: 

  arctgxxCxCy )()( 21
* +=  

trong đó: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
=

+
+

=+

22
'
2

'
1

'
2

'
1

1
1

1
1.0.

0

xx
CC

arctgxCC
 

Giải hệ này sẽ có: 

  
)1ln(

2
1.

1

2
1

'
1

2
'
2

xarctgxxarctgxdxCarctgxC

xCC

++−=−=⇒−=

=⇒=

∫
 

Vậy nghiệm tổng quát là: 

  arctgxCCxy 21
2 )1ln(

2
1

+++=  

5.3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 có hệ số không đổi 

5.3.1. Các dạng nghiệm của phương trình thuần nhất 

Cho phương trình: 

  0'" 21 =++ yayay        (5.37) 

trong đó 21 ,aa  là các hằng số thực. 

Tìm nghiệm riêng của (5.37) dưới dạng  

   kxey = ,  k = const 

Vậy k thỏa mãn điều kiện: 

 kx 2 kx kx 2 2
1 2 1 2y ' k.e , y" k e ,e (k a k a ) 0 k a k a 0= = + + = ⇔ + + =                 (5.38) 

Phương trình (5.38) gọi là phương trình đặc trưng của (5.37). Thông qua phương trình này, 
chúng ta có thể biết được dạng nghiệm của chính (5.37). 

* Nếu (5.38) cho 2 nghiệm thực khác nhau 21 ,kk  thì có 2 nghiệm riêng của (5.37) là 

xkxk eyey 21
21 , == . Chúng độc lập tuyến tính vì xkke

y
y )(

2

1 21−=  không phải là hằng số. Vậy 

nghiệm tổng quát của (5.37) sẽ là: 

                 xkxk eCeCy 21
21 +=          (5.39)                              

* Nếu (5.38) cho 2 nghiệm thực trùng nhau thì (5.37) có 1 nghiệm riêng, kxey =1 . Nghiệm 

riêng 2y độc lập tuyến tính với 1y  tìm được theo công thức 5.33 

     12 uyy =  và 0')2(" 1 =++ ukaeue kxkx  

vì k là nghiệm kép của (5.38) do đó 021 =+ ka . Suy ra: 

    BAxuu +== ,0" , lấy u = x. 

Vậy nghiệm tổng quát của (5.37) : 
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    kxexCCy )( 21 +=          (5.40) 

* Nếu (5.38) cho 2 nghiệm phức βα ik ±=  thì hai nghiệm riêng dưới dạng phức sẽ là: 

  
)sin(cos

)sin(cos

2

1

xixeeey

xixeeey
xxix

xxix

ββ

ββ
αβα

αβα

−==

+==
−

 

Do 21 ,aa là các số thực, vậy các phần thực và phần ảo  của 21 , yy  cũng là nghiệm của 
(5.37). 

Chúng ta lấy 2 nghiệm là  xexe xx ββ αα sin,cos  . Chúng độc lập tuyến tính. Vậy nghiệm 
tổng quát của (5.37) trong trường hợp này có dạng: 

      )sincos( 21 xCxCey x ββα +=      (5.41) 

Ví dụ 13:  06'5" =++ yyy  

Giải:  Phương trình đặc trưng của nó: 0652 =++ kk  cho nghiệm k1 = -3,k2 = -2. Vậy : 

  xx eCeCy 2
2

3
1

−− +=  

Ví dụ 14:  0'2" =+− yyy    

Giải:  Phương trình đặc trưng của nó 0122 =+− kk  có nghiệm k1=k2=1. Vậy 

  )( 21 xCCey x +=  

Ví dụ 15: Tìm nghiệm của bài toán Côsi: 

  1)0(')0(,02'2" ===++ yyyyy  

Giải: Phương trình đặc trưng của nó: 

  ikkk ±−==++ 1,0222  

Nghiệm tổng quát: 

  ( )

x
1 2

x
2 1 2 1

1

2 1 2

y e (C cos x C sin x)

y ' e (C C )cos x (C C )sin x
y(0) 1 C
y '(0) 1 C C C 2

−

−

= +

= − − +

= =
= = − ⇒ =

 

  )sin2(cos xxey x += − . 

5.3.2. Phương pháp tìm nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất 

Cho phương trình : 

)('" 21 xfyayay =++          (5.42) 

trong đó a1,a2 là các hằng số thực. 
Nhờ vào phương pháp biến thiên hằng số Lagrange và các dạng nghiệm của phương trình 

thuần nhất ta có thể tìm được nghiệm tổng quát của (5.42) với f(x) là hàm liên tục bất kỳ. 
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Ví dụ 16: Tích phân PTVP   
1

"
+

=− x

x

e
eyy  

Giải:  PTVP thuần nhất tương ứng: 

  0" =−yy  

 Phương trình đặc trưng của nó: 

  1012 ±=⇒=− kk  

 Nghiệm tổng quát của PTVP thuần nhất tương ứng: 

  xx eCeCy 21 += −  

 Bây giờ tìm nghiệm riêng của PTVP đã cho bằng phương pháp biến thiên hằng số 
Lagrange: 

  xx exCexCy )()( 21
* += −  

trong đó 

' x ' x
1 2

x
' x ' x
1 2 x

C e C e 0

eC e C e
1 e

−

−

⎧ + =
⎪
⎨
− + =⎪ +⎩

 

Suy ra:   
2x

' '
2 1x x

2 x

1 1 1 eC ,C
2 e 1 2 1 e
1 dxC
2 e 1

= = −
+ +

=
+∫

 

Đặt  te x =+1 , ,
1−

=
t
dtdx    

  

)1ln(
2
1

2
1

1
2
1

12
1

2
1)1ln(

2
11ln

2
1

1
1

1
2
1

)1(2
1

2

1

2

++
+

−=

−
−=

+
−=

++−=
−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

=
−

=

∫∫

∫∫

x
x

x

x

x

ee

dt
t

tdx
e
eC

xe
t

t

dt
tttt

dtC

     

     
 

Vậy nghiệm tổng quát:  

  [ ] [ ]21 )1ln(
2

)1ln(
2

CexeCeeey x
x

xx
x

++−++−+=
−

 

 Dưới đây chúng ta xét các dạng đặc biệt của f(x) ứng với nó, nghiệm riêng của (5.42) tìm 
được mà không cần phải dùng đến  phép tính tích phân. 

Trường hợp 1: )...()()( 0
1

1 AxAxAexPexf n
n

n
n

x
n

x +++== −
−

αα  
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trong đó 0),,0(,, 1 ≠=∈ nAniRAα  

Nếu α  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất 
tương ứng với (5.42) : 

  021
2 =++ akak          (5.43) 

thì một nghiệm riêng của (5.42) tìm dưới dạng: 

  )...()( 0
1

1
* BxBxBenQey n

n
n

n
x

n
x +++== −

−
αα  với n+1 hệ số Bi chưa  biết. 

Thay y* vào (5.42) thì: 

  nnnn PQaaQaQ =+++++ )()2( 21
2'

1
" ααα  

Đồng nhất các hệ số của lũy thừa cùng bậc của x ta sẽ có hệ (n+1) phương trình tuyến tính 

với với (n+1) ẩn số Bi ( ni ,0= ). Phương pháp tìm các hệ số của nQ như trên gọi là phương pháp 

hệ số bất định với hệ hàm số ,...,...,,,1 2 nxxx  

Nếu α  là nghiệm đơn của (5.43), nghiệm riêng tìm dưới dạng: 

  )...()( 0
* BxBxexQxey n

n
x

n
x ++== αα  

Nếu α  là nghiệm kép của (5.43) thì: 

  )...()( 0
22* BxBexxQexy n

n
x

n
x ++== αα  

Ví dụ 17: Tìm một nghiệm riêng của PTVP: ))(('2" 1
.0 xPexyyy x==++  

Giải:  Phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất tương ứng: 

  0122 =++ kk  có nghiệm kép k = -1 

            0,,
"*

1
*

01
* /

==+= yByBxBy  

  
22

02
1

2

10
01

1

011

−=−=⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=

=++

BB
BB

B
xBxBB

 

  2* −= xy . 

Ví dụ 18: Tìm một nghiệm riêng của PTVP: ))((3'2 1
.1" xPexeyyy xx ==−+  

Giải: Phương trình đặc trưng của PTVP thuần nhất: 

  0322 =−+ kk   có nghiệm k = 1, k = -3 

  

)22)4((

))2((

)()(.

1010
2

1
"*

010
2

1
'*

0
2

101
*

BBxBBxBey

BxBBxBey

xBxBeBxBexy

x

x

xx

++++=

+++=

+=+=

 

 Thay vào phương trình sẽ có: 

  xBBxB =++ 011 428   
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1
1

1 0
0 1

* x

1B8B 1 8
2B 4B 0 1 1B B

2 16
1 1y x.e (x ).
8 2

⎧ =⎪=⎧ ⎪⇒⎨ ⎨+ =⎩ ⎪ = − = −
⎪⎩

= −

 

Ví dụ 19: Tìm nghiệm của bài toán Côsi: 

  1)0(')0(),1(44" 2' ==+=+− yyxeyyy x  

Giải: Phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất tương ứng 0442 =+− kk  cho 
nghiệm 221 == kk . 

Trước hết tìm một nghiệm riêng: 

  [ ]
( )010

2
10

3
1

2"*

0
2

10
3

1
2'*

2
0

3
1

2
01

22*

2)68()124(4

2)32(2

)()(

BxBBxBBxBey

xBxBBxBey

xBxBeBxBexy

x

x

xx

+++++=

+++=

+=+=

 

   126 01 +=+ xBxB  

  
2
1,

6
1

12
16

01
0

1 ==⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

BB
B
B

 

Nghiệm tổng quát:   

2x 2 2x
1 2

' 2x 2x 3 2
1 2 2

1

1 2

1 2

2x 2 2x

1y e (C C x) x e (x 3)
6

1y e (2C C C x) e (2x 9x 6x)
6

y(0) C 1
y '(0) 2C C 1
C 1,C 1

1y e (1 x) x e (x 3).
6

= + + +

= + + + + +

= =
= + =

= = −

= − + +

 

Trường hợp 2: [ ]xxQxxPexf mn
x ββα sin)(cos)()( +=  

trong đó )(),(,, xQxPR nn∈βα  là các đa thức bậc n,m cho trước với các hệ số thực. 

Nếu βα i±  không phải là nghiệm của (5.43) thì một nghiệm riêng của (5.42) được tìm 
dưới dạng: 

   [ ]xxSxxRey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

trong đó )(),( xSxR ll  là các đa thức bậc ),max( mnl =  có các hệ số được tìm bằng phương pháp 

hệ số bất định với các hệ hàm: xxxx ββ cos,sin,...,,,1 2  
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Nếu βα i±  là nghiệm của (5.43) thì tìm nghiệm trong dạng: 

   [ ]xxSxxRxey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

Ví dụ 20: Tìm nghiệm tổng quát:  xxyy cos'" =+  

Giải:  Phương trình đặc trưng tương ứng 02 =+ kk  cho nghiệm  k = 0,k = -1 

Nhận thấy i±  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng. Vậy 

  

xBAxBxABxAy

xABxAxBAxBy

xBxBxAxAy

sin)2(cos)2(

sin)(cos)(

sin)(cos)(

011011
"*

011011
'*

0101
*

−−−+−+−=

−+−+++=

+++=

 

Vậy
 
( ) ( ) xxxBAABxBAxABBAxAB cossin2)(cos2)( 101111001111 =−−−++−+−+++−

 
1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

1 1 0 0

B A 1, A 2B B A 0
B A 0, 2A B B A 0

1 1 1B , A , A 1, B
2 2 2

− = + + − =

+ = − + − − =

= = − = =

 

   

Nghiệm tổng quát: xxxxeCCy x sin)1(
2
1cos)2(

2
1

21 ++−−+= −  

Ví dụ 21: Tìm một nghiệm riêng của phương trình: 

  )sin1(2'2" xeyyy x +=++ −  

Giải: Dựa vào nguyên lý chồng chất nghiệm, ta tìm các nghiệm riêng của các phương trình 
sau: 

  
x

x

eyyy
xeyyy

−

−

=++

=++

2'2"
sin2'2"

 

Phương trình đặc trưng tương ứng  0222 =++ kk  cho nghiệm ik ±−= 1  

  ( )

( )xxAABxxBABey

xxAxBBxAxAxBey

xBxAxey

x

x

x

sin)222(cos)222(

sin)(cos)(

)sincos(

000000
"*

1

000000
'*

1

00
*
1

+−−+−−=

−−++−=

+=

−

−

−

 

   

x

xxx

x

eyC

eCyeCyeCy

xxeyAB

xxAxB

−

−−−

−

==

=−==

−=−==

=−

*
20

0
"*

20
'*

20
*
2

*
100

00

,1

,,

cos
2

,
2
1,0

sinsin2cos2
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Nghiệm riêng )cos
2

1(*
2

*
1

* xxeyyy x −=+= −  

Các phương pháp trình bày trên được áp dụng cho phương trình vi phân tuyến tính cấp cao 
có hệ số hằng số, chẳng hạn xét bài toán Côsi sau: 

Ví dụ 22: Giải PTVP: 

  1)0(")0(',0)0(,'2''2''' 2 −====−+− yyyxyyyy  

Giải: Phương trình đặc trưng của PTVP thuần nhất tương ứng: 

  
)31(

2
1,1,0)1)(1(

0122

3,21
2

23

ikkkkk

kkk

±===+−−

=−+−
 

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng: 

  )
2
3sin

2
3cos( 32

2
1

1 xCxCeeCy
xx ++=  C1,C2,C3 là các hằng số tùy ý. 

Một nghiệm riêng tìm dưới dạng: 

  

4,042
404

1
42)4(,0

2

2

0201

112

2

2
20112

2
2

'''*

2
"*

12
'*

01
2

2
*

−==−−
−==−

−=
=−−+−+−=

=

+=

++=

AAAA
AAA

A
xAAAxAAxAy

Ay

AxAy

AxAxAy

 

Nghiệm tổng quát :       

  

2
2
3sin)3(

2
3cos)3(

2
1"

42
2
3sin)3(

2
3cos)3(

2
1'

44)
2
3sin

2
3cos(

3223
2
1

1

2332
2
1

1

2
32

2
1

1

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++=

−−−++=

xCCxCCeeCy

xxCCxCCeeCy

xxxCxCeeCy

xx

xx

xx

 

Từ điều kiện ban đầu có: 

0,2

12)3(
2
1

14)3(
2
1

04

321

231

321

21

===

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−−+

−=−++

=−+

CCC

CCC

CCC

CC
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Vậy nghiệm của bài toán Côsi là: xeey
xx

2
3cos22 2

1

+=  

TÓM TÁT CHƯƠNG 5. 

• Phương trình có biến số phân ly. Dạng phương trình:      0)()( 21 =+ dyyfdxxf   

Tích phân tổng quát:     Cdyyfdxxf =+ ∫∫ )()( 21   

• Phương trình đẳng cấp cấp một. Dạng phương trình:     ),(,

x
yfy =  hay

x
yttfy == ),(,    

Phương pháp tích phân:  Coi t là hàm số của x, thay vào phương trình sẻ đưa về 

dạng có biến số phân ly     
ttf

dt
x

dx
−

=
)(

 

• Phương trình tuyến tính cấp một. Dạng phương trình:   )()(' xqyxpy =+   

Nghiệm tổng quát:                                                 

∫ ∫∫+∫= −− dxexqeCey dxxpdxxpdxxp )()()( )(  

• Phương trình Bernoulli. Dạng phương trình:  )()(' xqyyxpy α=+   

 Phương pháp tích phân: Đặt 1
1)(
−

= αy
xu , 

     Thay vào phương trình trên sẽ nhận được PTVP tuyến tính cấp 1 đối với hàm )(xu : 

   )()1()()1(' xquxpu αα −=−+  

• Phương trình vi phân toàn phần.   Dạng phương trình: 0),(),( =+ dyyxQdxyxP   

 trong đó         Dyx
y
P

x
Q

∈∀
∂
∂

=
∂
∂ ),(,    

Tích phân tổng quát: 
0 0

0( , ) ( , )
yx

x y
P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫  

 hoặc: 
0 0

0( , ) ( , )
yx

x y
P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫  

• Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai thuần nhất: 

                                   0)()( 21 =+′+′′ yxayxay                     (*) 

Tính chất nghiệm:  
1. Nếu y1 và y2 là nghiệm của PTVP(*)  thì y1+y2 và Cy1 (hoặc Cy2) với C là hằng số tuỳ ý, 

cũng là nghiệm của(*) 
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2. Nếu y1, y2 là hai nghiệm độc lập tuyến tính của (*) thì nghiệm tổng quát nó có dạng :             

2211 yCyCy +=                      

trong đó  21,CC  là các hằng số tuỳ ý 

3.  Nếu biết 01 ≠y  là nghiệm của (*) thì có thể tìm được nghiệm y2 của nó độc lập tuyến 
tính với y1  dạng : 

                  ∫ ∫= − dxe
xy

xyxy dxxa )(
2
1

12
1

)(
1)()(                       

Chú ý : Trong tích phân trên hằng số cộng của tích phân bất định luôn lấy bằng 0 
• Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai không thuần nhất 

                                      1 2( ) ( ) ( )y a x y a x y f x′′ ′+ + =                     (**)     

 Tính chất nghiệm :   
1. Nghiệm tổng quát của PTVP (**) bằng tổng nghiệm tổng quát của PTVP (*) cộng với 

một nghiệm riêng bất kỳ của chính phương trình (**) 

       *yyy +=          

Ở đây người ta dùng ký hiệu : 

 y  là nghiệm tổng quát của PTVP (*) 

 *y  là nghiệm riêng của PTVP (**) 

2. (Nguyên lý chồng chất nghiệm): Nếu *
2

*
1 , yy  lần lượt là các nghiệm riêng của phương 

trình không thuần nhất 

  
)()(')("
)()(')("

221

121

xfyxayxay
xfyxayxay

=++
=++

 

thì *
2

*
1

* yyy +=  là nghiệm riêng của phương trình (**) với vế phải )()()( 21 xfxfxf +=  

3. Nếu biết hai nghiệm riêng 21, yy  độc lập tuyến tính của (*) thì một nghiệm riêng của 
(**) có thể tìm được bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Nghiệm đó có dạng:   

)()()()( 2211
* xyxCxyxCy +=        

trong đó: 
/ /

1 1 2 2
/ / / /

1 1 2 2

0

( )

C y C y

C y C y f x

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
  

4. Nếu biết hai nghiệm riêng của PTVP (**) *
2

*
1 , yy  thì hàm số *

2
*
1 yyy −=    là nghiệm của 

PTVP (*) 

 •  Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 thuần nhất có hệ số không đổi 

  0'" 21 =++ yayay ,     (1)              21 ,aa là các hằng số thực    

             2
1 2 0k a k a+ + =    (2)  gọi là phương trình đặc trưng của (1) 
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Dạng nghiệm tổng quát: 

Nếu (2) cho 2 nghiệm thực khác nhau 21, kk  thì  nghiệm tổng quát của (1) sẽ là: 

                                 xkxk eCeCy 21
21 +=                                       

Nếu (2) cho 2 nghiệm thực trùng nhau thì nghiệm tổng quát của (1) sẽ là 
                  kxexCCy )( 21 +=           

Nếu (2) cho 2 nghiệm phức βα ik ±=  thì nghiệm tổng quát của (1) sẽ là 

      )sincos( 21 xCxCey x ββα +=     

•  Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 không thuần nhất có hệ số không đổi 

)('" 21 xfyayay =++ ,  (3)        a1,,a2 là các hằng số thực    

Trường hợp 1: )...()()( 0
1

1 AxAxAexPexf n
n

n
n

x
n

x +++== −
−

αα  

trong đó 0),,0(,, 1 ≠=∈ nAniRAα  

Nếu α  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của phương trình thuần nhất 
tương ứng với (3) thì một nghiệm riêng của (3) tìm dưới dạng      

  )...()( 0
1

1
* BxBxBenQey n

n
n

n
x

n
x +++== −

−
αα   

Trường hợp 2: [ ]xxQxxPexf mn
x ββα sin)(cos)()( +=  

trong đó )(),(,, xQxPR nn∈βα  là các đa thức bậc n,m cho trước với các hệ số thực. 

Nếu βα i±  không phải là nghiệm của (2) thì một nghiệm riêng của (3) được tìm dưới 
dạng: 

   [ ]xxSxxRey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

trong đó )(),( xSxR ll  là các đa thức bậc ),max( mnl =  có các hệ số được tìm bằng phương 

pháp hệ số bất định với các hệ hàm: xxxx ββ cos,sin,...,,,1 2  

Nếu βα i±  là nghiệm của (2) thì tìm nghiệm riêng trong dạng: 

   [ ]xxSxxRxey ll
x ββα sin)(cos)(* +=  

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 5 

5.1. Nghiệm tổng quát của PTVP cấp n phụ thuộc vào n hằng số tuỳ ý. 
      Đúng                              Sai   

5.2. Nghiệm của bài toán Cauchy luôn duy nhất nghiệm 
     Đúng                              Sai  

5.3. Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange áp dụng chỉ cho PTVP tuyến tính. 
    Đúng                               Sai  

5.4. Phương trình Bernoulli là PTVP tuyến tính 
      Đúng                              Sai  
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5.5. PTVP toàn phần là phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất. 
     Đúng                              Sai  
5.6. PTVP tuyến tính thuần nhất luôn luôn có nghiệm 

     Đúng                              Sai  
5.7. Biết 2 nghiệm y1 và y2 của PTVP tuyến tính thuần nhất thì biết được nghiệm tổng quát 

của  phương trình đó.     
     Đúng                              Sai  

5.8. Biết 2 nghiệm của PTVP tuyến tính không thuần nhất thì có thể biết được nghiệm tổng 
quát của phương trình đó. 

     Đúng                              Sai  
5.9. Giải PTVP tuyến tính có hệ số hằng số không cần dùng đến phép tính tích phân  

     Đúng                              Sai  
5.10. PTVP tuyến tính có tính chất chồng chất nghiệm. 

     Đúng                              Sai  
5.11. Giải các phương trình: 

a.  
x

y
+

=′
1

1
 b.  xexy 2'=  

c.  
y

yxy
ln

cos' =  d.  0
11 22

=
−

+
− x

ydx

y

xdy
 

e.  )sin()sin(' yxyxy −=++  f.  )cos( yxy −=′  

 

5.12. Giải các bài toán Cauchy: 

a.  1)1(,0
)()1(

==
+

+
−

y
zxy

dy
yx
dx

 

b.  0)0(,)1( 22 ==+ ydxedyye xx  

c.  1)0(,0lnsin ==− yydxyxdy  

d.  2)1(,4)1( 22 =+=′+ yyyx  

5.13. Giải các phương trình: 

a.  dxyxydxxdy 22 +=−  

b.  02' 22 =−+ yxxyy  

c.  ( ) ( )ydxxdy
x
yyxdyydx

x
yx −=+ sincos  

d.  0)()( =++− dyxydxxy  

5.14. Giải các phương trình vi phân tuyến tính cấp 1: 
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a.  02)1(')1( 22 =+−−+ xyxyxx  

b.  
2

2' xxexyy −=+  

c.  222 )1(2')1( xxyyx +=−+  

d. 0)6(2 2 =−+ dyxyydx  

5.15. Giải các bài toán Cauchy: 

a.  
2
1)0(,)1(

1
2' 3 =+=
+

− yx
x

yy  

b.  0)0(,1')1( 2 ==++ yxyyx  

5.16. Chứng minh hàm số dtexy
x

t∫=
1

2

là một nghiệm của phương trình 
22' xexyxy =− . 

Hãy tìm nghiệm của phương trình thoả mãn điều kiện y(1)=1 

5.17. Giải các phương trình: 

a.  33' yxxyy =+  

b.  2 3( ) 1dy x y xy
dx

+ =  

c.  xdyydxxy =− )2ln(  

d.  0)( 2 =++ dyyxxydx  

5.18. Giải các phương trình vi phân toàn phần: 

a.  0
)(

11
)( 2

2

2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
dy

yx
x

y
dx

xyx
y

 

b.  0
)(

)2(
2 =

+
++

yx
dyyxxdx

 

c.  01sincos11cossin1
222 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dy

yy
x

y
x

x
y

x
dx

x
y

x
y

y
x

y
 

d.  02)ln1(3
3

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ dy

y
xydxyx  

5.19. Giải các phương trình sau đây bằng cách tìm thừa số tích phân α  

a.  )(,02)2( xxdydxxyy α=++  

b.  )(,0)(
3

2 22
3

2 xdyyxdxyyxxy α=++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++  

c.  )(,0)1( yxdydxxyy α=−+  

d.  )(,0ln2 xyxdxxyydxxdy α=−+  
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5.20. Giải các phương trình vi phân sau: 

a.  0)1(ln2 =+′−′′− yyxyxx , biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng Rxy ∈= αα ,1  

b.  08')24()12( =−−+′′+ yyxyx , biết rằng nó có một nghiệm riêng dạng   

Rey x ∈= αα ,1  

c.  06)1( 2 =−′′− yyx , biết rằng nó có một nghiệm riêng y1(x) có dạng đa thức. 

d.  22')1(2)2( 2 −=−−+′′− yyxyxx  biết rằng nó có hai nghiệm riêng xyy == 21 ,1  

5.21. Giải các phương trình sau khi biết một nghiệm riêng của phương trình thuần nhất 
tương ứng. 

a.  xyxyxyyx ==+−′′ 1
32 ,22'2  

b.  xeyxy
x

y
x

xy =−=
−

−
−

+′′ 1,1
1

1'
1

 

c.  xyx
x

ey
xx

y x ln,ln2
ln
1

12 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+′′  

5.22. Giải các phương trình: 

a.  
1+

=−′′ x

x

e
eyy  

b.  13'2 +=++′′ − xeyyy x  

c.  tgxyy =+′′  

d.  
xx

yy
2cos2cos

1
=+′′  

5.23. Giải các phương trình: 

a.  xyyy sin6'7 =+−′′  

b.  xyy 62'3 −=−′′  

c.  xeyyy x cos3'2 −=+−′′  

d.  xeyyy −=++′′ 4'2  

e.  xexyyy 4220'9 =+−′′  

f.  xxyy 22 cos=+′′  

5.24. Giải các bài toán Cauchy 

a.  0)0(,1)0(,cos52'2 =′==+−′′ yyxyyy  

b.  0)0(')0(,cos3 ===+′′ yyxyy  
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ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý CHƯƠNG 1. 

1.11. 

a. { 0,0),,( >> yxyx hoặc }0,0 << yx  

b. Vành tròn đóng giới hạn bởi 2 đường tròn tâm gốc tọa độ bán kính 1 và 3. 

c. Miền mở nằm trong 2 đường y = x và y = -x, nằm bên phải trục Oy 
d. Toàn mặt phẳng trừ đường parabol y = x2 

1.12. 

a.  
222222

,1

yxyx

yz
yx

z yx
+++

=′
+

=′  

b.  
y
xx

y
xyz

y
xyz yx cossin2,cos −=′=′  

c.  xxzxyz y
y

y
x ln,

33 13 =′=′ −  

d.  2222 ,
yx

xz
yx

yz yx +
=′

+
−=′  

1.14. 

a.  ( ) yezxxez yxx
y

yxx
x 4.,42sin )(2cos)(2cos 222222 +−+− −=′+−=′  

b.  ( )
( )1

12,2
4

4

+
−

=′=′
yy
yz

x
z yx  

1.15. 

a.  ( )

x
yx

ydxxdydz 2sin

2
2

−
=  

b.  ( ) ( )[ ]dxyxyydyyyxedz x sincossinsincos +++−=  

1.16. 

a.  ( )22

22

3
)3('

xyx
yxyy

−
−

=  

b.  2

2

)(
'

yx
ay
+

=  
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c.  
1

1'' 222 −++
==

zyx
zz yx  

d.  
xyz
xzyz

xyz
yzxz yx −

−
−=′

−
−

−=′ 2

2

2

2

,  

1.18.   
3
28

−  

1.19.  
r
u

r
u 2
=

∂
∂  khi a = b = c 

1.20.  2
),cos(

r
ru

→

−=
∂
∂    triệt tiêu khi r⊥  

1.21.       

a.        Điểm dừng:  ),2,4(),2,2( −−                              

                xx
yyxxxy eyxyxeyzzz 2222////2// )1048(2)2(4 +++−+−=−=Δ  

          ,04)2,2( 4 >=−Δ −e     ,02)2,4(,04)2,2( 2//8 <−=−<−=−Δ − eze yy  

          Vậy  4
max 4)2,4( −=−= ezz  

 

b.       Điểm dừng:  ),1,1(),0,0(    ,369),( xyyx −=Δ     ,09)0,0( >=Δ  

 

           ,027)1,1( <−=Δ      ,06)1,1(// >=xxz  vậy  1)1,1(min −== zz  

 

c.        Có 5 điểm dừng: ),,(),2,2(),0,2(),2,0(),0,0( babaab   

 

           ),2)(2(4))((16),( 22 ybxaxyybxayx −−−−−=Δ   

 

                     04),(,0)2,2()0,2()2,0()0,0( 22 <−=Δ>Δ=Δ=Δ=Δ bababaab  

                            ,02),( 2// <−= bbaz xx   Vậy  .),( 22
max babazz ==                                        

  

d.         Điểm dừng:  ),2,1(    ),51)(21(41),(
22 yx

yx ++−=Δ     026)2,1( <−=Δ  

                        ,06)2,1(// >=xxz  vậy  2ln107)2,1(min −== zz  
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e.        Tồn tại 4 điểm dừng:  ),
3

1,
3

1( ±±   ,36),( xyyx −=Δ  

,012)
3

1,
3

1( >=−Δ   ,012)
3

1,
3

1( >=−Δ   

,012)
3

1,
3

1( <−=−−Δ ,012)
3

1,
3

1( <−=Δ   ,0)
3

1,
3

1(// <−−xxz   

,0)
3

1,
3

1(// >xxz       Vậy  
3

4)
3

1,
3

1(max =−−= zz  

.
3

4)
3

1,
3

1(min −== zz  

 

f.       Tồn tại 3 điểm dừng: ),2,2(),2,2(),0,0( −−  

                   ),13)(13(1616),( 22 −−−=Δ yxyx     ,0384)2,2()2,2( <−=−Δ=−Δ  

                            

,020)2,2()2,2( //// >=−=− xxxx zz .8)2,2()2,2(min −=−=−= zzz  

        Ngoài ra   ,02)0,(,0,02),(,0)0,0( 244 <−=≠∀>== xxxzxxxxzz khi x đủ bé. 
Vậy   hàm số không đạt cực trị tai (0,0) 

 

g.        Điểm dừng: ).2,5(    ,40001),(
33 yx

yx −=Δ     03)2,5( <−=Δ  

            0
5
4)2,5(// >=xxz   , .30)2,5(min == zz  

h.      Điểm dừng: (0,0),     ),3(124),( 2 yxyxyx −−=Δ  ,0)0,0( =Δ  

         Nhận xét:  ,),(,0)0,0( 3xxxzz ==  đổi dấu khi x đổi dấu, chứng tỏ hàm số không    

         đạt cực trị. 

 

1.22.  d = 1 

1.23.  
5

3,
5

4
±=±= yx  

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý CHƯƠNG 2. 

2.10.  
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a.  ∫∫∫∫
−−

+
y

yy

dxyxfdydxyxfdy
arccos

arccos

1

2
2

4

arccos

2
2

0

),(),(

π

 

b.  ∫∫
−

y

y

dxyxfdy ),(
4

0

 

c.  ∫∫∫∫ +
3

2

6

2

3

1

2

0

),(),(
x

dyyxfdxdyyxfdx  

d.  ∫∫
−+

−

211

2

1

0

),(
y

y

dxyxfdy  

2.11. 

a.  
36
1  

b.  
3
8  

c.  
4
32ln23ln

4
9

−−  

d. 
504
1

−  

2.12. 

a.  3

3
14 aπ  

b.  
32

11π  

c.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −1

22
5 π  

d.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2

23
8 π  

2.13. 

a.  
6
1  

b.  
5
238  

c.  
2ln2

7
4

97
−  
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d.  
6
5  

2.14.  

a.  
8
π  

b.  π  

2.15. 

a.  
3072

43  

b.  
!4

1  

c.  
2

4a  

d.  
3

4 5aπ (chuyển sang tọa độ cầu hoặc tọa độ trụ) 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý CHƯƠNG 3. 

3.16. 
a.  24 

b.  
143

216  

3.17.   1 

3.18. 

a.  
3

32
−  

b.   4 

3.19. 
a.  1 

b.  
5
1

−  

c.  
3
4  

3.20.  

a.  2aπ và 2aπ−  

b.  
2

2aπ và 
2

2aπ
−  
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c.  
2

ab và 
2

ab
−  

3.21.   0 

3.22.  
2

4Rπ  

3.23. 
a.  4 

b.  
2

5π  

3.24. 

a.  π+1  

b.  ( ) 4
16

16 22

−
+
π

π  

3.25. 

a.  Cyyxyxx ++++− 3
3
13

3
1 3223  

b.  Cyyxe yx ++−++ 2)sin(  

c.  [ ] Cyxeye yx ++−+ )1(  

d.  Cyyx +−+
2

)ln(
2
1 2

22  

3.26. 
a.   1 
   b. –1 

3.27. 

a.  ( ) C
x
yarctgyxum +++== 22ln

2
1,1  

b.  C
yx
yxuba +

+
−

=−== 22,1  

3.28. 

a.  2π  

b.  4

3
8 aπ  

3.29. 

a.  614  
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b.  2
15
64 4a  

c.  
8
π  

3.30. 

a.  
15
2  

b.  
15
2

12
5

+
π  

c.  ( )2222224 accbba
abc

++
π  

d.  
105
2 7Rπ

−  

3.31. 

a.  
8

6Rπ
−  

b.  32Rπ−  

3.32. 

a.  
8
1  

b.  
5

12 5Rπ  

c.  43a  

 

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý CHƯƠNG 4. 

4.9.  08,99,0cos ≈≈ αα  

4.10.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

4
3,

3
7,

4
3,

3
1

 

4.11. 

a.  
16

3 4Rπ
 

b.  
5
π

 

c.  π2  

4.12.   –12 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Đáp số và gợi ý 

 168

4.13.  0 (Hướng dẫn: )()2,2,2( 2222222 zzyxgradzyxyzxzxy −=−  còn L là giao của  

1222 =++ zyx và mặt zy 3= ) 

4.14. 

a.  Cyxeu x ++= − )ln(   

b.  Czyxxyzu +++= )(  

c.  Czxyzxyu +++=  

ĐÁP SỐ VÀ GỢI Ý CHƯƠNG 5. 

5.11.  

a.  [ ] Cxxy ++−= )1ln(2  

b.  Cxxey x ++−= )22( 2  

c.  Cxtgy +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

42
lnln

2
1 2 π

 

d.  ( )( ) Cxyyx =−−−− 22 1111  

e.  Cytgx =+
2

lnsin2  

f.  Cyxgx =
−

+
2

cot  

5.12.  

a.  2lnln2 =−++ yxyx  

b.  
4

333 π
−= xarctgey  

c.  Mọi nghiệm đều thỏa mãn 

d.  
xx

xxy
21

4)1(2
2

2

+−
+−

=  

5.13. 

a.  021 22 =−+ xCCy  

b.  221 xCxy +±=  

c.  C
x
yxy =cos  

d.  222 2 Cxxyy =−+  

5.14.  
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a.  
x

CCxy 1)1( ++=  

b.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= −

2

2
2 xCey x  

c.  ))(1( 2 Cxxy ++=  

d.  32 2 Cyxy =−  (giải x theo y) 

5.15.  

a. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++=

2
1

2
)1(

2
2 xxxy  

b. 
( )

1

1ln
2

2

+

++
=

x

xxy  

5.17. 

a.  1)1(
222 =++ xCexy  

b.  21 22
1 2

+−=
−

yCe
x

y
 (giải x theo y) 

c.  21 1( ln ) 1
2 4

y x Cx+ + =  

d.  ( )Cyy
x

+
=

ln
1    (giải x theo y) 

5.18. 

a.  C
yx

xy
x
y

=
−

−ln  

b.  C
yx

xyx =
+

−+ln  

c.  C
y

x
y
x

x
y

=−+−
1cossin  

d.  Cyyx =−+ 23 )ln1(  

5.19. 

a.  
x

e 2
1

=α , Ceyx x =22  

b.  Cyxyee xx =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

3
,

2
2α  
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c.  Cx
y
x

y
=+= 2

2

2,1α  

d.  C
xy

x
yx

=+=
1ln

2
1,1 2

22α  

5.20. 

a.  xCxCy ln21 +=  

 

b.  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
+= − xxCeCy x 2

2
)12( 2

2
2

1  

c.  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

+−+−=
1
1ln.

4
)1(3

2
31)(

2
2

2
3

1 x
xxxxCxxCy  

d.  1)1(2
2

1 +−+= xCxCy  

5.21. 

a.  32
21 xxCxCy ++=  

b.  )1( 2
21 +−+= xxCeCy x  

c.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= ∫ xe

x
dxCCxy 221 ln

ln  

5.22. 

a.  [ ] [ ]21 )1ln(
2

)1ln(
2

CexeCexey x
x

x
x

++−−++−=
−

 

b.  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++= − 2

5

21 )1(
5
4 xxCCey x  

c.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=

42
lncossincos 21

πxtgxxCxCy  

d.  xxCxCy 2cossincos 21 −+=  

5.23. 

a.  
74

cos7sin56
21

xxeCeCy xx +
++=  

b.  23
21 xeCCy x ++=  

c.  ( ) )sin4cos5(
41

2sin2cos 21 xxexCxCey
x

x −++=
−

 

d.  ( ) xx exexCCy −− ++= 2
21 2  
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e.  xxx exxxeCeCy 4234
2

5
1 2

3
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+=  

f.  
27

2cos13
9

2sin4
6

2cos1
2

sincos
22

21
xxxxxxxCxCy ++−−++=  

5.24. 

a.  xexy x sin)1(2cos −+=  

b.  ( ) xxxxy sin
8
33coscos

32
1

+−=  
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