CHUONG 1: ON TAP

1.1. Trung binh méu — Phwong sai mau

1.1.1. Trung binh miu

Trong phan tich dit liéu, ciing nhu trong cudc sdng hang ngdy, ching ta thuong ndi
deén chiéu cao trung binh, thu nhap trung binh, van van. Po6 chinh Ia trung binh mau.
Hay xét vi du sau:

Vi du 1.1: Bang quan sat nhiét d¢ & DBa Lat

Th 2 Thu 3 Thw 4 Tht 5
(x1) (x2) (x3) (x4)
19° 21° 20° 18°

= ¥=1(19+21+20+18)=19.5"

Mot cach khai quat, trung binh mau dugce tinh bang cong thic sau:

)?I—(X1+X2+X3+ ...... +XN)
1 N
Hay.' f = — Xn
N n=1

1.1.2. Phwong sai miu

Phwong sai mdu [ky hiéu St bang trung binh cua tong binh phuong d6 1éch giita gia
tri quan sat so véi gia tri trung binh:

@ :%[(XI_)?)Q(XZ_);)Z ...... (XN—;?)Q}

Chéng han, vé trung binh ma noi thi khi hdu & sa mac rat néng. Hon nira nhi¢t do
giao dong rat 16n gitra ngay va dém. D¢ thé hién dugc su khac nghiét cua khi hau sa
mac, chung ta khong nhiing chi st dung trung binh (mau) v€ nhiét d, ma ca sy giao
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dong cua nhiét d¢ theo tung thoi diém so véi trung binh. P6 chinh 1a khai ni¢m vé
phuong sai mau noi trén.

1.2. Ham mdt d¢ xdc sudt, ham phdn bo xdc suat

1.2.1. Tan suat va xac suat

beé c6 sy hinh dung vé tan suat, hay xét vi du sau:

Vi du 1.2: Xép hang téc do gia ting gia ¢ phiéu trén thi truong ching khoan Viét
Nam.

Goi X la ti le phan trim murc ting gia cb phiéu trung binh trong 3 thang dau tién sau
khi “lén san”; goi P 1a phan trim cac cong ty c6 mic ting gia cd phiéu trong umg voi
gia tri cua X

X Y
(x1) 50% 10%
(x2) 40% 20%
(x3) 30% 35%
(x4) 20% 25%

Con s6 P= 10%, X=50% c6 nghia la c6 10% trong téng sb cac cong ty co mirc ting
gia trong 3 thang dau sau khi phat hanh c6 phiéu ra cong ching 1a 50%. D6 chinh 1a vi
du vé tan suat

Vi du 1.3: Tro choi tung dong xu.
Gia st ban tham gia cudc choi tung déng xu tai hoi chg. Néu 1a mat sép, ban s€ duoc
$100. Nguoc lai, ncu la mat ngtra, ban dugc $0. Véi thé 1€ do, ban san sang tra bao

nhiéu déla dé tham gia trd choi?

Dé cho tién, hiy ki hiéu mat sap 1a 1, mat ngira 1a 0. Gia st két qua tung xu sau 10 lan
la nhu sau:

X P
1 3/10
7/10

Con s6 3/10 chinh 1 tan sut xuat hién mat sip (X = 1). Nghia 1a, trong 10 ldn tung
xu, ¢ 3 lan xuat hi¢n mat sap. Va do do, c6 7 lan xuat hién mat ngtra.

S tién ban bo ra cho viéc tham dy 10 lan tung xu la: $50 x 10 = $500.
S0 tién nhan dugc trong cudc choi: $100 x 3 + $0 x 7 = $300.
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- Do vay, cudc choi khong hirng tha d6i v6i ban ($500 > $300).

Tuy nhién, néu gia sir rang ban tham du cudc choi v6 han 1an. Khi d6, sé 1an xut hién
mat sap va mat ngira 13 nhu nhau, va bang 2. Khi do, ky vong dugccudc sé la:
$100x1/2 + $0x1/2 = $50; va bang chinh s6 tién 1én nhét ban sin sang tra dé tham du
cuoc choi.

Diéu ching ta can phén biét 1a con s6 P =3/10 trong vi du néu trén la tan sudt xut

hién mat sap trong 10 lan tha. Va con sO ¥ 14 xdc suat xuét hién mat sap (hodc ngrra).
Khai niém tan suat Gmg véi timg mau thir; con xac sudt twong Gmg véi tong thé.

1.2.2. Bién ngiu nhién roi rac va lién tuc

2.2.1. Bién ngdu nhién roi rac:

Mot bién ngau nhién 13 roi rac néu cic gia tri co the c6 cua no6 1ap nén mat tap hop
hiru han hodc dém dugc, nghia 1a ¢6 thé liét ké duoc tit ca cac gia tri co thé ¢6 clia no.

Cudc choi tung xu néu trén 1a vi du vé bién ngau nhién rdi rac.
Mot cach hinh thirc hoa, ta co thé néi nhu sau. Gia st dbi twong quan sat X cé thé
xuat hién trong K su kién khac nhau [trong vi du tung xu, K = 2]. Ta ky hi¢u céc su

kiéndo 1a x,,x,,....x..

Tan suat xuit hién mot bién cd x, trong N phép thir, ky hiéu 1 p, , 1a ti s giita s6
1an xudt hién bién ¢ cu thé d6 so véi N phép thir dugc thuc hién.

V61 moi chi so, k£ =1,2,3,..., K , ta c6 thé viét nhu sau:

X X1 X X3 ... XK
P p1 p2 ps - Px

P1, P2, P3,... pK> 0, va

pitp2tpst...... + px = 1, hay cling vay,

Mw
||

Néu s6 mau N la du 16n (tién dén vo han), khai niém tan sudt xuat hién mot bién cb
dugc thay bang khai niém xac suat xuat hi¢n bién co, ky hiéu boi:
fi = f(x,),k=12,.,K. Trong do, f(x,)la ham mat d6 xac suat cua x, ,k =1,2..K.

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt


http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt

Ta cling c0,

f1, fz, f3,... fK> 0, va

2.2.2. Bién ngéu nhién lién tuc

Mot bién ngau nhién 14 lién tuc néu cac gia tri co the ¢6 ctia né lap day mdt khoang
trén truc s6, nghia 1a khong thé liét ké va dém dugc tat ca cac gia tri c6 thé c6 cia no.

Tuong tu voi truong hop phan bo xac suat roi rac, néu goi X 1a mdt bién ngau nhién
lién tuc; va f(x) la ham mat d¢ xac suat cuia X. Khi do:

f(x)>0
[T f(dx=1

Ta dinh nghia ham phéan bd xac suat cta X la:

Fo=[ f(ndt

Diéu d6 co6 nghia 14, xac suat cia bién ngau nhién X nhén gia tri trong khoang [a,b]
sé la:

Pla< X <b)= jb F(x)dx = F(b) - F(a)

Vi du, trong phan b chuan, vé do thi ta c6 thé biéu dién cong thirc tinh x4c suit nay
nhu sau:

Do thi 1.1: Phan b xac suit
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Phén t6 dam chinh 13 x4c suat P(a < X <b), duoc tinh bai tich phan:

f’ F(x)dx = F(b)— F(a).

1.3. Phéin bé xdc sudt dong thoi

Nhiéu khi chung ta mudn dua ra mot danh gia xac sut dong thoi cho mot sé bién
lwong ngau nhién. Vi du, bang théng ké c6 ghi lai dir kién vé that nghiép (u) va lam
phat (ir). Ca hai bién luong nay déu 1a bién ngiu nhién, rat nhiéu kha ning 1a chinh
phtt mudn hoéi nhitng nha kinh té cau hoi sau ddy: “Liéu kha ndng lam phdt thap hon
8% va mikc do that nghiép nhé hon 6% vao nam sau la bao nhiéu?”. Piéu d6 co nghia
1, ta can phai xac dinh xéc sudt dé)ng thoi:

P(m<8,u<6)=?

Pé tra 101 duge nhitng cau hoi nhu vay, ching ta can phai xac dinh ham mdt do xdc
suat dong thoi [joint probability density function].

1.3.1. Ham mat d xac suat dong thoi

Dinh nghia: Gia sir X va Y 1a 2 bién ngau nhién. Him mat do xac suat dong thoi cia x
vay la:

J,y)=PX =x,Y =y)

Ham s0 d6 can thoa man diéu kién:

f(x,y)=0,va
ZX Z},f(x,y) =1 néu X, Y roi rac
_Uy S (x,y)dy.dx néu X, Y lién tuc

Khi 4o,

Pla<x<b,c<y<d)= > > f(x,y),néuX,Y labicén ngdu nhién roi rac, va

a<x<b c<y<d
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Plasx<besysd)=| [ [ f(x, y)dy}dx, néu X,Y 1a bién ngdu nhién lién

tuc.

1.3.2. Ham phén bd xac suit dong thoi F(x,y)

Tuong tu nhu truong hop bién ngiu nhién mot bién, ta dwa ra dinh nghia sau vé ham
phan bo xac suat dong thoi:

Dinh nghia: Goi F(x,y) 1a ham phan b x4c suit dong thoi cta bién ngiu nhién x va y.

Khi do:

F(x,y)=Prob(X <x,Y <y)=>> f(x,y),néuX, Y rdi rac

X<xY<y

F(x,y)=Prob(X <x,Y <y)= J';J._};f(t,s)ds.dt ,néu X, Y lién tuc

1.3.3. Phan phdi xac suit cin bién

Hay xét vi du sau:

Vi du 4: Xét mot tong thé, gdm c6 1000 ngudi. [Vi vay ta ndi vé mat d6 xac sudt chi
khong phai la tan suat]. Gia sir ho dugc phan loai theo 2 ti€u chuan:

Theo gidi tinh:

G =1 ncunguoido la nam
G =0 néunguoi do la nir

Va theo trinh d6 hoc van:

D=0 hoc xong trung hoc
D=1 hoc xong dai hoc
D=2 hoc xong cao hoc

Gia str két qua thong ké trén tong thé 1000 ngudi d6 1a nhu sau:
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Hoc  vi
Nam Nir (tong s0)
Trung hoc 200 270 470
Dai hoc 300 100 400
Cao hoc 60 70 130
Gi6i tinh(tong so) 560 440 1000

Dua trén bang thong ké ndy, ching ta c6 thé thiy xac suit 1 ca nhan la ntr, hoc xong
dai hoc: (0,1)= 100/1000 = 0.1. M4t cach khai quat, chung ta c6 thé viét ham mat do
xac suat dong thoi f(G, D) nhu sau:

G
12 Tong
0.2 0.27 0.47
D 1 0.3 0.1 0.40
0.06 0.07 0.13
Tong 0.56 0.44 1

Bang phan bd xac suat trén cho thdy, xac sudt mot ca nhin 1a nam trong tong thé
nhiing nguoi c¢6 hoc la: Prob(G=1) = 0.56. Tuong tu, xac suat mdt c4 nhan la nir:
Prob(G=0) = 440/1000 = 0.44.

Nhu vdy, ta c6 thé 1ap mot bién ngiu nhién, thé hién phan bd mat do xac suit theo
gidi tinh cia tong thé:

G f(g)
1 0.56
0.44

Ham f(G) duoc goi 1a ham mat d§ xac suit can bién. Ham mat do nay dugc tinh bf?mg
cach cong don theo cdt qua tat cd moi trinh d§ hoc van:

f(@) =Y f(g.d), g=012.Ticla

So()= gf(l,d) =0.56
f5(0)= Z 7(0,d)=0.44

Tuong tu nhu vay, ta cling c6 thé tinh dugc ham mat d§ xac suat can bién theo hoc
van:
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L @d)=Y, f(g.d) =02

Hay cling vay,

£,(0)=2 f(g,0)=0.47
=2, f(gh=04
(2=, f(g2)=0.13

Mot cach tong quat, goi f(x,y) 1a ham mat do xac suat dong thoi cua X va Y. Khi do,
ham mat do xac suat can bién ctia X duoc xac dinh nhu sau:

fr(x)= ny(x, V) néu X roi rac
fi(x)= Iy f(x,y)dy néu X lién tuc

Tuong tu, ta xac dinh £, ()

1.3.4. Céc bién ngiu nhién doc lap

Dinh nghia: Hai bién ngiu nhién 13 doc 1ap khi va chi khi:
fy)=fr () 1y (¥)
© F(x,y) = Fy(x)- Fy (y)

& Prob(X <x,Y <y)=Prob(X <x)-Prob(Y <y)

1.4. Ky vong — Phwong sai

1.4.1. Khai niém vé Ky vong cta bién ngau nhién:

Goi X 1a mdt bién ngau nhién roi rac, nhan mot trong cac gia tri cé thé co xi, xo,
X3,... Xg VO1 Xac suat tuong ung fi, f5, f3,... fx. Gia tri ky vong ctia X duoc dinh nghia
nhu sau:

EX)=xfi+x2f2+x:f3+...... + Xkfx , hay cling vay:

E(X)= zxf
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Tuong tu, ddi voi bién ngau nhién lién tuc, gia tri ky vong dugc dinh nghia nhu sau:
E(X)=]"x-f(x)dx

Céc tinh chét cua ky vong:

1. E(a)=a, véiala hiang s6
2. E(a+bX)=a+bE(X)
3. E(XY)=E(X)E(Y)

Pinh Iy 1.1: Gia str X 12 mot bién ngiu nhién voi ham mat d6 xac suat f{x) va g(X) 1a
mot ham lién tuc cua X. Khi do:

Elg(x )]=%g(xk)fk néu X r&i rac
E[g(X)]=["g(X) f(x)dx néu X lién tyc

1.4.2. Phwong sai

Goi X 12 mét bién ngau nhién véi ky vong EX. bé do luong su tan xa cua X so voi
gia tri trung binh (hay ky vong) ctia nd, ta sir dung phuong sai, ky hi¢u Var(X), dugc
dinh nghia nhu sau:

Var(X)=o0?=E(X - E(X))
Véi do 1éch chuén:
2

O .= 40

X X

Str dung Dinh ly 1.1, phuong sai ciia X dugc tinh nhu sau:
Var(X)=Y(x _EX)zf néu X roi rac
A k k
Var(X) = fw(X —~E(X)) f(x)dx néu X lién tuc
Céc tinh chit cua phuong sai:

1. VarX = E(X - E(X)) = E(X*)—(E(X))?
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2. Var(a)=0, véiala hiang s6
Var(a+bX)=b> -Var(X)
Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)
Var(X =Y)=Var(X)+Var(Y)
5. Var(X — E(X))=Var(X)

1.5. Ham phén phéi chuén

Bién ngau nhién lién tuc X nhan céc gia tri trong khoang (— OO,+OO) c6 phan phoi
A re ’ A \ 2 ’ A \ A \ A A ’ A
chuén v6i cac thamsé i va o™, kyhi¢ula: X ~ N (,u, o’ ), néu ham mat d6 xac suat
cua n6 c6 dang:
2
(x—u)
1 = P

f(x)zo_\/ﬁ'e 2

véi u=E(X) va o’ =Var(X)
Po thi 1.2: Ham phén phoi chuin

Varx=oc
- “

u

Pinh 1y 1.2: Gia sir X 1a bién ngiu nhién v&i phan bd chuan: X ~ N (,u,az). Goi
Z =(a + bx) 1a mot bién doi tuyén tinh ciia X. Khi d6, Z ciing 1a ham phan b
chuan: Z ~ N(a +bu,b*c?).

X— U
(o2

H¢ qua: bat Z =

.Khi d6, Z ~ N(0,])

Dinhly 1.3: Cho trudc chudi cic bién ngdu nhién: (x,,X,,X,,...,X, ) ~ N(ﬂn , Gf)

Khi d6, t6 hop tuyén tinh cua ching, ciing c6 phan bd chuén:
C\X, +C,X, +.tC X, ~ N(Zyn,Zcfaf)

10
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1.6. Phan tich Covariance

Trong phan trén, chung ta d3 noi dén viéc ton tai hay khong tinh doc 1ap, hay quan hé
phu thudc gitra hai bién ngﬁu nhién X va Y. Nhung néu ton tai quan h¢ phu thude lan
nhau, thi quan hé d6 c6 thé manh hay yéu. Trong phan nay, ching ta s& dé cap toi hai
thudc do mirc d6 lién quan giira hai bién ngau nhién, twong quan (hay covariance),
va hé s6 twong quan (hay correlation, ky hiéu 1a p,, ).

Dé minh hoa, gia sir X 13 trong luong cua mot mau nudc lay tir giéng 1én, va ¥ 1a khoi
luong cua né. Hién nhién 1a mbi quan hé rat chit gitra X va Y. Néu ta ky hiéu
{x,,y,}", 1a cac cap do luong v6i N mau thir; va v& ching 1én do thi, thi cac quan sat
dir liéu nay s& tao thanh mot duong thing tuyén, thé hién mbi quan hé vat Iy cua
ching. Nhung ching khong roi dung vao cac diém doc theo dudng tuyén tinh thé hién
quy luét lién h¢ gitra khéi lugng va trong luong nude. Chung chi “bam” xung quanh
cai truc tuyén tinh do, vi c6 sai sb do luong, hodc cac tap chét trong nude lam cac
quan sat 1&ch khoi quy luat vét 1y, mo ta mdi quan hé 6n dinh giita X va Y.

Do thi 1.3: Mdi quan hé giira trong lweng nwée X va khdi lwong nwée Y

Cau hoi dit ra 13 1am sao ching ta c6 thé do ludng muc d6 twong quan manh hay yéu
gitra hai bién X va Y nay. Lam sao thé hién moi quan hé do 1a dong bién hay nghich
bién?

1.6.1. Covariance

Pinh nghia: Covariance giita hai bién X va Y 1a hé sb do:

Cov(X,Y)=E[(X - EX)y - EY)]

11
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Néu nhu nhiing gi4 tri 16n hon trung binh ctia X dugc quan sat véi nhing gia tri 16n
hon trung binh cua Y; va nhiing gia tri nho cua X cting di kém voi nhitng gia tri nho
cia Y, thi Cov(X,Y)>0. Néi khac di, néu (X —EX)>0 c6 xu hudng di kem véi
(Y—EY)> 0; hay nguoc lai, khi (X—EX)< 0, thi (Y—EY)< 0, thi quan hé d6 cé
xu huéng tao ra tich (X — EX) (Y — EY)> 0. Piéu d6 c6 nghia la Cov(X,Y)>0 , thé
hién rang X va Y co mdi quan hé ddng bién. Vi du nhu quan hé gitta khéi luong va
trong luong cac mau nudc vira néu.

Nhiéu khi, m01 tuong quan la nghich bién, chi khong thuan. Chang han nhu ching
ta quan sat moi quan hé giira dleu kién bao trg qua dé dang cho mot ca nhan, hay
doanh nghiép (ky hiéu 1a X); va nd luc tu vuon 1€n, tinh khoi nghi€p cua ca nhén, hay
doanh nghiép do (ky hiéu la Y). Khi do, mdi quan hé nay thudng 13 nghich bién. HS
trg nhidu lam chét tinh tu chu, ty vuon 1én, tu chiu trach nhiém cta ca nhan. Noi khac
di, gia tri X rt 16n [duoc nang dg, bao tro nhleu] thuong di voi giatri Y rat nho [thleu
nd lyc ban than, hay i lai]. Va gi4 tri X rat nho [khong dugce nang d&] thuong di véi
gia tri Y rat 1on [tinh tu 1ap, tu chi cao]. Do vay, (X — EX)>0 thuong di kém véi
(Y-EY)<0, va (X -EX)<0 thuong xiy ra véi (Y — EY)>0. Két cuc lai, chiung
thuong tao ra tich (X —EX) (Y — EY)< 0. Hay ciling vay, Cov(X,Y)<0, thé hién
mdi quan hé nghich bién gitra X va Y.

Chung ta ciing nhan xét ludn rang, mdi quan hé giira viéc dugc hd tro, bao trg, voi
tinh ty chu, tu chiu trach nhiém, ky hiéu 13 X va Y 1a nghich bién. Nhung vé mirc do,
no c6 thé khong manh nhu quan hé vat ly gitra khéi lugng va trong luong nude. Néu
chung ta vé do thi cac quan sat, mdi quan hé gitta viéc duoc hd trg véi tinh tu vuon
lén s& dbc xudng, thé hién mdi quan hé nghich bién. Nhung khong nhét thiét nam
xung quanh mot duong thang, trai doc theo mot duong cong phi tuyén, thé hién mbi
quan hé d6 1a yéu hon so v&i quan hé vat 1y ¢ vi du dau. Dé do luong su khac biét do
ta dung hé sb turong quan.

1.6.2. Hé s6 twong quan:

Dinh nghia: Hé s6 twong quan giita X va Y 1d hé s do p(x,¥):

__CovX.Y) 1< p(X.Y)<1

Ta c6 thé noi rang, covariance cho phép xac dinh c6 m01 quan h¢ hay khong gitra X
va 'Y, va do la quan hé nghich bién hay dong bién. Hé sé twong quan lai cho phép do
luong mdi quan hé d6 1a manh téi muc nao. Néu X va Y co quan hé tuyén tinh:
X =a+ Y, thi quan hé d6 13 manh nhat. Va | p(X,Y)|=1. Néu d6 1a quan hé phi

tuyén, thi | p(X,Y)|<1. Khi X va Y khéng c6 quan hé twong quan: Cov(X,Y)=0,
khi d6, hé sb tuong quan p(X,Y)=0.

12
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1.6.3. Hai ding thirc véi twong quan miu

Hai diang thic sau 13 hai dang thirc thudng sir dung trong cac chuong tiép theo.

1/ zn(xn —)_C)' ¢ =0, véi c: const

2 Y, (x,=%)y, =3 |(x, - %) (v, - 7))
Chitng minh:
VY (5, - F)e=e X, (5, ~)=c- (L5, - X, F)=c (-5 - n-5)=0

2/ Vi ¥ la hang s6 nén theo chiing minh trén zn (xn — )_C)- vy, =0, vivay:
2, =%)y, =3, (x,-%)y, -2 (x, -%) ¥
=2 l(x, =%)-y, = (x, = %) 7]
=[x, =%)- (v, - 7)]

Chu ¥ rang, dong cudi cing dugc goi 13 twong quan mau gitta X va Y.

13
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