BOQ GIAO DUC VA PAO TAO
TRUONG PAI HQC NONG NGHIEP I

Ths.LE PUC VINH

GIAO TRINH
XAC SUAT THONG KE

nhn Hp

0

HA NOI - 2006



Chuwong 1 : Phép thw. Sw kién

Nhing kién thtrc vé giai tich to hop sinh vién da dugc hoc trong chwong trinh phd
thong. Tuy nhién dé giup nguoi hoc dé dang tiép thu kién thiic ctia nhimg chuwong ké tiép
chung t6i gi6i thiéu lai mot cach c6 hé thong nhing kién thirc nay. Phép thir ngdu nhién
va sy kién ngau nhién 13 budc khoi dau dé nguoi hoc lam quen voi mén hoc Xac suét.
Trong chuong nay chung t6i trinh bay nhirng kién thirc t6i thiéu vé su kién ngiu nhién,
cac phep toan vé cac sy kién ngau nhién, hé day du cac sy kién dong thoi chi ra cach
phan chia mot sy kién ngiu nhién theo mot h¢ day du. Nhitng kién thirc nay 13 can thiét
dé nguoi hoc co thé tiép thu tét nhitng chuong tiép theo.

L. Gidi tich té hop

1.Qui tic nhan: Trong thyc té nhiéu khi dé hoan thanh mot céng viéc, ngudi ta phai thuc
hién mot day lién tiep k hanh dong.

Hanh dong tht nhét: ¢6 1 trong n; cach thuc hién

Hanh dong thtr hai: c6 1 trong n; cach thuc hién

Hanh dong thtr k: ¢6 1 trong ng cach thyuc hién
Goi n 1a sb cach hoan thanh cong viéc nai trén, ta co:

n = nny..Ng

Qui tic trén goi 1a qui tic nhan.

Vi dy: D& di tir thanh phd A t6i thanh phd C phéi qua thanh pho B. C6 mot trong bon
phuong tién dé di tur A toi B 1a: duong bg, duong sat, duong khong va duong thuy. Co
mot trong hai phuong tién dé di tir B t6i C 1a duong bo va duong thuy. Hoi ¢ bao nhiéu
cach di tur A t61 C?

Dé thyc hién viée di tir A t&i C ta phai thyuc hién mot ddy lién tiép hai hanh dong.
Hanh dong thir nhat: chon phuong tién di tir A téi C ¢6 n;= 4 cach
Hanh dong thtr hai: chon phuong tién di tr B t6i C c6 np =2 cach
Vay theo qui tic nhan, sd cach di tir A téi C 1a n= 4.2 = 8 cach

2.Qui tic cong:

D¢ hoan thanh cong viéc nguoi ta ¢ thé chon mot trong k phuong an.
Phuong an thtr nhét: ¢o 1 trong n; cach thuc hién
Phuong an thtr hai: ¢6 1 trong n; cach thuc hién

Phuong an thir k: c6 1 trong ng cach thuc hién

Goi n 1a s6 cach hoan thanh cdng viéc noi trén, ta co:
n=n;+ny+....+ng
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Qui tic trén goi 13 qui tic cong

Vi dy: Mot t6 sinh vién gdm hai sinh vién Ha Noi, ba sinh vién Nam Dinh va ba sinh
vién Thanh Ho4. Can chon hai sinh vién cung tinh tham gia d¢i thanh nién xung kich.
Hoéi ¢6 bao nhiéu cach chon.

Phuong an th nhat: Chon hai sinh vién Ha N6i c6 n;= 1 cach
Phuong an thtr hai: Chon hai sinh vién Nam Dinh c6 n,= 3 cach
Phuong an thtr ba: Chon hai sinh vién Thanh Hoa c6 n3= 3 cach
Theo qui tic cong ta c6 sd cach chon hai sinh vién theo yéu cau:
n=1+3+3=7céach

3.Hoan vi
Trudc khi dua ra khai niém mdt hoan vi ctia n phén tr ta xét vi du sau:.

Vi du: C6 ba hoc sinh A,B,C dugc sap xép ngdi cung mot ban hoc. Hoi ¢6 bao nhiéu
cach sap xép?
C6 mot trong cac cach sip xép sau:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Nhan thiy rang: Déi chd bét ky hai hoc sinh nao cho nhau ta dugc mét cach sap xép
khac. Ttr mot cach sap xep ban dau, bang cach doi chd lién tlep hai hoc sinh cho nhau ta
c6 thé dua vé cac cach sap xép con lai. Mdi mot cach sip xép nhu trén con dugc goi la
mot hoan vi ctia ba phan tir A, B, C. Téng quat v6i tap hop gdm n phan tir ta ¢6 dinh
nghia sau:

3.1 Dinh nghia: Mot hoan vi clia n phan tir 1a mot cach sap xép co thi tu n phan tir d6.
3.2 86 hodn vi ciia n phan nr: V&i mot tap gdm n phan tir da cho. S tat ca céc hoan vi
cua n phan tr ky hiéu la P,,.Ta can xay dung cdng thuc tinh P,,.
Dé tao ra mot hoan vi ctia n phan tir ta phai thuc hién mot diy lién tiép n hanh dong.

Hanh dong tht nhat: Chon 1 phan tir xép dau c6 n cach chon

Hanh dong thir hai: Chon 1 phan tir xép thir 2 ¢6 n-1 cach chon

Hanh dong cudi: Chon phan tir con lai xép cudi co 1 cach chon
Theo qui tdc nhan, sd cach taora 1 hoan vi cian phén tor la

P,= n.(n-1) ...2.1=n!

4. Chinh hgp khong lap
4.1 Dinh nghia: Mot chinh hop khong 14p chép k cta n phan tir 1 mot cach sip xép co
thir tyr gdm k phan tir khac nhau 13y tir n phan tu da cho.

Vidu: Co5chirsd 1,2, 3,4, 5. Hiy lap tit ca cac s6 gom 2 chir s6 khac nhau
Céc s6 d6 1a: 12, 13, 14, 15, 21, 23, 24, 25, 31, 32, 34, 35, 41, 42, 43, 45, 51, 52, 53, 54.
Mbi mot s6 trén chinh 1a mot cach sap xég c6 thur ty g6m hai phan tr khac nhau lay tir
nam phan tir 1a nam chir s6 da cho. Vay moi s6 1a chinh hop khong lap chap hai ciia ndm
phan tu.
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4.2 86 cdc chinh hop khong ldp: S cac chinh hop khong 13p chap k cta n phan tir ki hiéu
la AY. Taxay dung cong thiic tinh AX.
D’é tao ra mot chinh hop khong 1dp chap k ctia n phan tir ta phai thuc hién mot day lién
tiép k hanh dong.
Hanh dong thir nhat: chon 1 trong n phan tir dé xép dau: ¢ n cach
Hanh dong thir hai: chon 1 trong n-1 phan tir dé xép thtr 2: ¢c6 n -1 cach
Hanh dong thir k: chon 1 trong n-k+1 phan tir dé xép cudi: c6 n-k+1 cach
Theo qui tac nhan: SO cach tao ra mot chinh hop khong 13p chap k ciia n phan tir 1a :
A¥=n(n-1).. ...(n-k+1)
Pé dé nh ta st dung cong thirc sau:
(n=K)....... 21 n!
(n—k)....2.1 (n—k)!
5. Chinh hop Lip: Dé hiéu thé nao 13 mot chinh hop 1p ta xét vi du sau:

AE =n.(n—1....n—k+D=n.(n-1)...(n—k+1).

Vi du: Hay lap céc $6 g6m2chﬁ’ sd tir 4 chir sb: 1, 2, 3, 4.
Céac sd do 1a: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44.

MBJi s6 trong cac s6 néi trén 13 mot cach sap xép c6 thtr tur gom hai chir s6, mdi chit sb
c6 thé c6 mat dén hai lan lay tir bdn chit s6 di cho. Mdi cach sip xép nhu vay con goi la
mot chinh hop 1ap chap hai ctia bén phan tir. Téng quat hoa ta ¢6 dinh nghla sau:

5.1 Dinh nghia: Mot chinh hop ldp chap k cua n phan tir 13 mot cach sap xep co thu ty
g6m k phan tir ma mdi phan tir 14y tir n phan tir da cho c6 thé ¢ mat nhiéu lan.

5.2 86 cdc chinh hop ldp chdp k:
S6 cac chinh hop lap chap k ctia n phan tir dwoc ky hiéu 1a Aﬁ Ta s& dua ra cong thuc
tinh AX.
bé tao ra mdt chinh hop 1dp chéap k ctia n ph?m tur ta phai thyc hién mét day lién tiép k
hanh dong.

Hanh dong thtr nhat: chon 1 trong n phan tir xép dau co6 n cach

Hanh dong thr hai: chon 1 trong n phan tu xép thtr 2 ¢6 n cach

Hanh dong thir k: chon 1 trong n phan tir xép thir k ¢6 n cach

Theo qui tdc nhan ta c6: AX = n*

6.T6 hop: Cac khai niém trén lu6n dé y dén trat tuy cta tap hop ta dang quan sat. Tuy
nhién trong thyc té co nhiéu khi ta chi can quan tam toi cac phan tir ciia tp con ctia mot
tap hop ma khong can dé ¥ dén cach sip xép tap con d6 theo mot trat ty nao. Tir day ta
6 khai niém vé t6 hop nhu sau

6.1 Pinh nghia: Mot td hop chap k cta n phan tir 1a mot tap con gom k phan tir 1ay tir n
phan tir da cho.
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Vi du: Cho tap hop gém bon phan tr {a,b,c,d}. Hoi c6 bao nhiéu tap con gém hai
phan tr?
Cac tap con do la {a,b}.{a,c}.{a,d},{b,c},{b.d}.{c.d}
Vay tap hgp gdm bdn phan tir {a,b,c,d} co sau tip con vira néu.
6.2: 86 16 hop chdp k ciia n phan tir ¢6 ky hiéu la C
Bang cach ddi chd cdc phan tir cho nhau, mot t6 hop chap k ctia n phan tir c6 thé tao ra
k! chinh hop khong 1dp chap k cuia n phan tu.
Co Ck t6 hop chap k ctia n phan tir tao ra AY chinh hop khong 13p chap k ctia n phén tur.
K !
Vaytaco: Ci= Ay =
K k!(n—k)!
7.T6 hop lap:
7.1 Dinh nghia: Mot t6 hop lap chap k cuan phan tu 1a mot nhom khong phan biét thir tw
gd6m k phan ttr, mdi phan tir ¢6 thé c6 mat dén k 1an 1ay tir n phan tir da cho.

Vi dy: Cho tap {a,b,c} gdbm 3 phan tu
Céac t6 hop 1dp cuia tap hop trén 1a {a,a},{ab},{ac},{bb},{b,c}.{c.c}
7.2 86 cdc 16 hop lap chdp k ciia n phan tir ky hiéu la:. CX

Viéc tao ra mot t6 hop 1ap chap k cua n phan tr twong duong voi viée xép k qua cau
gidng nhau vao n ngin kéo dit lién nhau, hai ngan lién tiép cung chung mot vach ngan.
Cac vach ngan trur vach ngén dau va cubi co thé xé dich va doi chd cho nhau. M01 cach
sap xép k qua cau giéng nhau vao n ngin 1a mot cach bo tri n+k-1 phan tir ( gom k qua
cau va n-1 vach ngan) theo thir ty tir phai sang trai. Cach bo tr khong ddi khi cac qua cau
d6i chd cho nhau hodc cac vach ngan ddi chd cho nhau. Cach bé tri thay doi khi cac qua
ciu va cac vach ngan d6i chd cho nhau. Ta c6 (n+k-1)! cach bd tri n+k-1 phan tir (gom k
quéa cu va n-1 vach ngan). S6 cach ddi chd k qua ciu 1a k!, sd cach doi chd n-1 vach
ngan 1a (n-1)! . Vay ta c6 sd cac td hop 1ap chap k cta n phan tu 1a:
L =(n+k—1)!= x
n k’(l’l _ 1)' n+k—-1
Vi dy: Tai mot trai gidng ga c6 ba loai ga glong A, B, C. Mot khach hang vao dinh
mua 10 con. Héi c6 bao nhiéu cach mua ( gia str rang s6 luong cac g1ong ga A, B, C mdi
loai cuia trai déu 16n hon 10).

Ta thdy mdi mot cach mua 10 con ga chinh 1a mot t6 hop lap chap 10 cua 3 phan tir. Vay
sé cach muala: €Y = C}) =66
8. Nhi thirc Newton
Taco: (a+b)’=a’+2ab+b’=CJ’b’+Cla'd' +Cla’b’
(a+b)’=a’ +3a’b+3ab’ +b’ =Cla’b” + Cla’b' + Cia'b’ + Cia’b’
Mo rong ra:
(a+b)"=Cla"b’+Cla""d' +........ +CEa" b + e, +Cla’p"
Cong thurc trén goi la cong thirc nhi thirc Newton.
Ta chiing minh cong thirc nhi thirc Newton theo qui nap..
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Véin =2 ta c6 cOng thirc dling.
Gia sir cong thtrc ding v6i n = m thc la:
(a+b)" =C’a™b’+CLa™"'b' +.....+C"a’b"

Ta s€ chung minh:

(a+b)™ =C?, a™b’ +C! ,a"b' +....... +CMa’p™!
That vay:

(@a+b)™ =(@a+b)"(a+b)=(C2a"b" +..+CEa™ ™ b* +...+C"a’b™)a+b) =>

(@a+b)""=(C° +C)a""'b’ +...+(C:' + CXya"™ ™ b" +..+ (' +CMHa’b™

Mit khac: CK' +CX =Ck | suy ra:

(a+b)™ =C) a™"b’+Cl ,a™b' +........ +CMa’b™!

Theo nguyén ly qui nap cong thirc nhi thirc Newton dugc chirng minh.
Vi dy: Tim hé s6 cua x'? trong khai trién: (x +i2)20
X

. 1 -
Taco: (x+—)* =Chx™ +........ +Chyx 0K
X

Xét20-2k=12
=>k =4 Vay hé s6 cia x'* 1a: Cy, =4745

I1. Pheép thu, su kién

1.Phép thir ngiu nhién va khong ngiu nhién

Mot phép thir co thé coi 1;‘1 mgf)t thi nghiém, mdt quan sét‘céc hién tugng tu nhién, cac
hién tugng xa hoi va cac van dé ki thuat voi cung mot hé diéu kién nao do.

Trong cac loai phép thir c6 nhiing phép thir ma khi bEflt dau tién hanh thyc hién ta da l?iét
dugc ket qua s€ xay ra sau khi thir nhu dun nude ¢ di€u kién binh thuong (dudi ap suat 1
atmotphe) thi dén 100°C nudc sé s01, hodc cho dung dich NaOH khong du vao dung dich
HCI ciing khong du ta thu dugc mudi an NaCl va nuéde H,O.

Nhirng phép thir ma khi bat dau tién hanh thi ta biét dugc nhiing két qué nao s& xéy ra
sau khi thir dugc goi la cac phép thir khong ngau nhién.

Tuy nhién co rat nhiéq loai phép thir ma ngay khi bat déq tién hanh phép thr ta khong
thé biét dugc nhiing ket qua nao s€ xay ra sau khi thir chang han nhu khi gieo 100 hat
dau gidng, sé hat nay mam sau mot thoi gian gieo ¢6 thé 1a tir 0 dén 100 hodc khi cho ap
10 qua trig thi 0 trimg ga co thé no ra ga con 1a tir 0 dén 10 con. Nhimng phép thir loai
nay goi 1a nhitng phép thir ngau nhién.

Trong gido trinh nay chung ta chi quan tam t6i nhimg phep thu pgéu nhién, do6 1a nhimg
phép thir ma khi bat dau tién hanh thtr ta chwa thé biét nhiing két qua nao s€ xay ra. Bé
don gian tur day trd di khi ndi téi phép thir ta phai hiéu day 1a phép thtr ngau nhién
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2. Su kién:
Céc két qua co the ¢ ctia mot phép thir tng vi mot bd cac diéu kién xac dinh nao do goi
1a cac sy kién ngau nhién hogc don gian goi 1a céc sy kién hodc cac bién cd.
Ta thuong lay cacchtrcai A,B,C,D. . .... hodc A, Bj, Cy, Dy.. .. dé chi cac su kién.
Vi dy 1: Tung mdt con xuc xéc can dbi va déng chét c6 thé c6 cac su kién sau:
A: Sy kién xuét hi¢n mat chin
B: Sy kién xuat hién mat 1¢
A Sy kién xuat hién mit ¢6 i cham.
Vi dy 2: Trong mot gio dung hoa qua c6 chira 1 qua cam, 1 qua quyt, 1 qua dao va 1
qua 1&. Chon ngau nhién ra 2 qua c6 thé c6 céc sy ki¢n sau:
A: Hai qua duoc chon gom 1 cam 1 quyt
B: Hai qua duoc chon gém 1 cam 1 dao
C: Hai qua dugc chon gém 1cam11é
D: Hai qua duoc chon gom 1 quyt 1 18
E: Hai qua duoc chon gom 1 quyt 1 dao
G: Hai qua duoc chon gom 1 dao 118

3. Sy kién tat yéu va sy kién khong thé c6
Sy kién tat yéu hodc su kién chic chan 1a sy kién nhat thiét phai xay ra sau khi phép thir
duogc thuc hién. Ta ki hiéu sy kién nay 1a Q...
Su kién khong thé c6 hodc sy kién bat kha hodc su kién rong 1a su kién khong bao gio
xdy ra sau khi thu. Ta ki hi¢u su kién nay 1a ¢.
Vi du: Ptiing tai Ha Noi ném mot hon da
Su kién d4 roi xudng dia gi6i Viét Nam la sy kién tat yéu
Su kién da roi xuéng bai Tay Duong la su ki¢n bat kha.
4. Quan hé giira cac su kién, hai si kién bing nhau
Su kién A duoc goi 1a kéo theo sy kién B néu A xay ra thi B cling xay ra va ki hi¢u
A c B (hoac A = B).
Néu A kéo theo B va B kéo theo A thi ta néi A bang B va viét A = B. Trong x4c suét hai
su kién bang nhau duoc coi la mot
Vi du: Mot hoc sinh thi hét mot mon hoc
A 14 su kién hoc sinh d6 db (dat diém tir 5 t6i 10)
B 1a su kién hoc sinh d6 d6 trung binh hoc kha (dat diém tir 5 t6i 8)
C la su kién hoc sinh d6 d6 kha hodc gidi
G 14 sy kién hoc sinh d6 d gioi (dat diém 9, 10)
K 14 sy kién hoc sinh d6 dd kha (dat diém 7, 8)
TB 1a su kién hoc sinh d6 dd trung binh (dat diém 5, 6)
A, 1a sy kién hoc sinh d6 dati diém (i=0, 1, ... .,9, 10).
Taco: G=>A;B=>A;C=AA = AA, =G;A, =B A, =K;A,=>TB..
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5.Cac phép tinh vé sy kién

5.1 Phép hop: Hop cua 2 sy kién A va B 1a su kién C, su kién C xdy ra khi A xdy ra hoac
B xay ra.

Ki hiéu: AYB=C vadoc la A hop B bang C

Ta c6 thé mé ta hop ciia 2 sy kién A va B bang hinh v& sau:

oD

VY

AUB

Hinh 1
Duya vao hinh vé trén c6 thé thay C xay ra khi:
e A xdayravaB khong xay ra.
e B xdyrava A khong xay ra.
e (a A va B cung xay ra.
Vi vay c6 théndi hop cua hai sy kién A va B 1a mét sy kién C xdy ra khi it nhét 1 trong 2
su kién A, B xay ra.
Vi dy: Mot sinh vién thi hét mot mon hoc
Goi : A la su kién sinh vién do khong phai thi lai (diém thi tir 5 dén 10)
B 14 sy kién sinh vién d6 dat diém trung binh kha (diém thi tir 5 dén 8)
C 1a sy kién sinh vién d6 dat diém kha gioi ( diém thi tir 7 dén 10)
Taco: A=BYC.
5.2 Phép giao: Giao cua 2 su kién A va B 1a su kién D, su kién D xdy ra khi ca A va B
cung xay ra.
Kihiéu: AT B=D hodac AB=D vadocla A giao B bé‘mg D hoac A nhan B béng D

Hinh v& sau md ta giao cua 2 sy kién A va B

AN B

Hinh 2
Vi du: Quay lai vi du 6 muc 5.1
Goi K 1a su kién sinh vién d6 dat diém kha (diém thi tir 7 dén 8)
Taco: K= BI C
Néu AT B=¢ tandi A va B 1a 2 sy kién xung khic véi nhau. Khi A xung khéc véi B thi
hop cua 2 sy kién A va B dugc ki hiéu la A + B va doc 1a A cong B.
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5.3 Phép triv. Suw kién doi ldp: Hiéu cta su kién A trir su kién B 1a sy kién E, su kién E
xay ra khi A xay ra va B khong xay ra.

Ki hiéu: A\B=E va doc 1a A trir B bang E

Ta cling co thé mo ta hi€u cua su kién A trur su kién B béng hinh v€ sau:

Hinh 3
D@ nhan thiy rang: Néu Al B= ¢ thiA\B=A

Sukién: Q\A Goi la su kién ddi 1ap cua su kién A va ki hiu la A .
Tt dinh nghia su ki¢n dbi 1ap cua su kién A ta théy:

* Ava A.xung khac véi nhau

* Néu A khong xay ra thi A xay ra va nguoc lai
Hai su kién dbi 1ap nhau xung khic v6i nhau “manh me&” theo kiéu ¢6 anh thi khong co
toi nhung khong c6 anh thi phai c6 toi.
Vi du: Mot t6 hoc sinh gém 3 hoc sinh nam 3 hoc sinh nit. Chon ngau nhién 2 ngudi.

Goi: Alasukién 2 hoc sinh dugc chon la cung gidi

B 1a sy kién 2 hoc sinh duoc chon déu 1a nam

C 1a sy kién 2 hoc sinh duoc chon déu 1a nit

D la su kién 2 hoc sinh duoc chon ¢6 mot nam mot nir

Tac6 A\B=C,D= 4.

Hinh sau md ta su kién ddi lap cua su kién A

==

£

[T =
A 9]
Hinh 4
5.4 Tinh chat
1/ 0=>A;A=>Q VA
2/ AYO=A;A0=0;AYQ=Q; AQ=A
3/ Néu A=B;B=C thi A=C
4/ AYB=BYA : AB=BA
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5/ AYBYC)=(AYB)YC; A(BC)=(AB)C

6/ ABYC)=ABYAC ; AY(BC)=(AYB)AYC)
7/ A\B=AB
8/ AYB=AB; AB=AYB

Viéc chiing minh céc tinh chat trén kha d& dang xin danh cho ban doc. Chiing toi chi
ching minh tinh chat 8 phan 1 nhu 1a mdt vi du minh hoa cho viéc ching minh céc su
kién bang nhau:

Ta ching minh: AYB=AB

Gia st AYB xay ra theo dinh nghia ciia sy kién d6i 1ap => A YB khong xay ra, theo
dinh nghia cua hop hai sy kién => A khong xay ra va B khong xdy ra, lai theo dinh nghia
ctia su kién d6i lap => A xay ra va B xay ra, theo dinh nghia ctia phép giao hai sy kién
=> AB. xay ra.

Vaytaco: AYB=AB (1)

Nguoc lai gia st AB xay ra, theo dinh nghia cua phép giao, => A xdy ra v B xdy ra,
lai theo dinh nghia cua su ki¢n ddi lap => A khong xay ra va B khong xay ra, theo dinh
nghia ctia hop hai sy kién => A Y B. khong xay ra, theo dinh nghia cua sy kién doi 1ap

=> AYB xay ra. Vay ta ciing co: AB= AYB )

Tu(l)va(2)=> AYB=A

o

6. Sw kién c6 thé phan chia dwoc, sy kién so cip co ban
6.1 Su kién ¢ thé phan chia dwoc
Su kién A duogc goi 1a c6 thé phan chia dugc néu ton tai hai sy kiéen B 2 ¢, C# 4,
BC = ¢ va A =B + C. Khi do6 tan6i A phan chia dugc thanh hai sy kién B va C.
Vi dy: Trong mt con xuc xac cin ddi va dong chat.
Goi A 1a sy kién xuét hién mit c¢6 s6 cham chia hét cho 3.
Goi A; 1a sy kién xuat hién mit i cham
Su kién A ¢o thé phan chia dugc vi ton tai Az; Ag #0; AJA,=0 va A=A3+ Ag.
6.2 Su kién so cdp co ban: Sy kién khac rdng va khong thé phan chia dugc goi 1a sur kién
so cap co ban.
) Vi du: Quay lai vi du & muc 6.1. Cac su kién Aj, Ay, Az, A4, As, Ag 1a céc su kién so
cap co ban.
Ta nhan théy réng cac su kién so cép co ban la cac sy kién ma sau mot phép thir chi co
mot trong cac su ki¢n nay xay ra.
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7. Hé day di cac sw kién
7.1 Hé day dii cdc sy kién: He cac sy kién Ay, A,.. ... A, goi 1a mot hé dy du cac sy kién
néu:
1/ Aj#¢ véimoii=1,2....n
2/ AA;=¢ v&imoiikhac j
3/ A+ Apt...... +Ap=Q
Vi du: Qem hai ca thé & }hé hé F; mang gen Aa, Aa lai vdi nhau.q Céc ca thé con & thé

hé F> c6 thé co 1 trong 4 kiéu gien AA, Aa, aA va aa. Chon 1 cé thé con trong cac cé thé
noi trén.
Goi: A la su kién ca thé con 1a déng hop tr (mang gen AA hodc aa)

B la su kién ca thé con 1a di hop tir (mang gen Aa hoac aA)

C 1a su kién ca thé con c6 mang gen troi (AA, Aa, aA)

A 1a su kién cé thé con chi mang gen trdi (AA)

A, 14 su kién cé thé con chi mang gen lan (aa)
Ta co: A, B 1a mot hé dy du céac su kién

C, A, ciing 1a mot hé day du cac sy kién

B, Aj, A ciing 1a mot hé day du cac sy kién
Nhu vay: véi mot phép thir da cho c6 thé co nhiéu hé day di cac sy kién khac nhau.
7.2 Phén chia mét s kién theo hé day di.
Gia str Ay, Ao, . ...A, 1a mot hé déy du cac sy kién. A 1a mot su kién khac rong nao d6. Ta
co:

A= AQ=A(A, +A, +......... +A,)=AA +...AA +....AA,
Khi d6 ta n6i A duoc phan chia gian tiép nho hé day du cac su kién: Aj, Ay, As ..., Ay,
Nhu da biét v6i mi phép thir ¢6 thé 1ap ra nhiéu hé day du céc sw kién vi vay mdi su
kién khac rong A ciing c6 thé phan chia theo nhi€u cach khac nhau. Myc dich cua viéc
phan chia sy kién A ra mot s6 su kién don gian hon nham danh gia kha nang xay ra cua
su kién A nho céc su kién don gian nay.

8. Pai s6 va o - dai so cac sy kién
Xeét Q la mot tap thp khéc rdng ma ta goi 1a su kién chic chin. C 1a mot ho céc tap con
nao do c1:1a Q .Moi tap con A cia Q, AeC goi la mdt su kién. Ho C dugc goi la
o —dai so cac su kién néu:

1/ ¢eC .

2/ Néu Ae Cthi AeC

3/ Néu Ay, A, ... .. A,. . .1a cac su kién thudc C thi ? A eC

n=1
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Hp C duoc goi la dai s6 céc su kién néu yeu cau 1, 2 néu trén thoa man ’Vé‘l hop c1:1a mot
sO hitu ha,n cac sy kién thudc C cling 1a mot su kién thudc C. Ta nhan thay rang néu C la
o —dai s0 céac su kién thi C cling 1a mot dai so céc sy kién.

Vi du: Tung dong thoi 2 dong tién, cac sy kién so cip co ban la:
SS, SN, NS, NN. Xét Q =SS + SN +NS +NN.
Tap tat ca cac tap hop con cua Q 1a mdt dai s6 cac su kién.va cling l1a mot o —dai s6 cac
su kién

Bai tdp chwong 1

1. Mot doan gen gom 2 gen X, 2 gen Y, 2 gen Z, 2 gen T lién két v6i nhau theo mot hang
doc.
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a. Hoi c6 bao nhiéu cach lién két 8 gen noi trén?
b. Hoi ¢6 bao nhiéu cach lién két dé 2 gen X dung lién nhau?
c. Hoi c6 bao nhiéu céach lién két dé c¢6 3 gen XYZ dtng lién nhau theo tht ty trén.

2. C6 10 ngudi xép theo mot hang doc
a. Co bao nhiéu cach sap xép dé 2 ngudi A va B dung lién nhau?
b. C6 bao nhiéu cach sip xép dé 2 nguoi A va B dimg cach nhau dung 3 nguoi?

3. C6 thé 1ap duoc bao nhiéu s6 gdm 10 chit s6 khac nhau sao cho:
a.Khong co 2 chit s6 chin nao ding lién nhau

b. Khéng ¢o 2 chit s6 1é nao ding lién nhau

c. Cac chir s6 chin dung lién nhau

d. Cac chir s6 1¢ dtng lién nhau

4.Cho 6 chirsd: 1,2,3,4,5,6

a. Co thé 1ap dugc bao nhiéu s6 gom 8 chit sb sao cho chir s6 1 va chit s6 2 mdi chir sd
c6 mat ding 2 1an, cac chir sO con lai c6 mat dung 1 lan.

b. Co thé’lép dugc bao nhiéu sd chﬁr} gom 8 chir s6 trong d6 chit s6 2 c6 mat dung 3 lan,
cac chir s6 con lai c6 mat dang mat lan.

c. Co thé, lap duoc bao nhiéu sb le g6m 8 chir s6 trong d6 chir s6 1 c¢6 mit dung 3 lan,
cac chir sO con lai c6 mat dung 1 1an.

5%, Trong mot ki thi tin hoc quéc té tai mot khu vuc gdm 6 phong thi dénh sé tir 1 dén

6 danh cho ba doan Viét nam , Mi va Nga mdi doan g@)m 4 thi sinh. M6i phong thi c6 2
may tinh (khong danh s6) danh cho 2 thi sinh. Viéc x&p 2 thi sinh vao moi phong thi theo
nguyén tic hai thi sinh cung mot qudc tich khong duoc xép cing mot phong. Hoi ¢6 bao
nhiéu céach sip xép céc thi sinh cua ba doan vao 6 phong?

6*.Doc theo hai bén duong vao mot truong trong hoc ngudi ta du dinh trong mdi bén 3
cay bang, 3 cay phuong va 3 cay bang lang.

a. Hoi c¢6 bao nhiéu cach trong dé cac cdy cung loai trong dbi dién nhau?

b. Héi ¢6 bao nhiéu cach trong dé khong co hai ciy ciing loai ndo trong d6i dién nhau?

7*. Vong chung két giai vo dich bong da chau Au gom 16 doi trong d6 c6 doi chi nha va
doi vo dich bon nam trudce.

a. Co bao nhiéu cach chia 16 doi vao bdn bang A, B, C, D.

b, C6 baq nhiéu cach chia 16 d6i vao bdn bang A, B, C, D sao cho d¢i chu nha va déi
vO dich bon nam trude khong cung bang.

c. Giai bai toan trén trong truong hop khong dé ¥ t&i vai trd cta cac bang.
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8. Mot dan ga gom 4 con ga mai va 6 con ga tréng. Trong 4 con ga mai ¢ 2 con mau
vang, 2 con mau den. Trong 6 con ga tréng c6 3 con mau vang va 3 con mau den. Chon
ngau nhién 2 con ga

a. C6 bao nhiéu cach chon dé duoc 1 con tréng 1 con mai

b. C6 bao nhiéu cach chon dé duoc 2 con mau vang

c. Co bao nhiéu cach chon dé duocl con tréng 1 con mai ciing mau

9. Mot t6 sinh vién gom 6 nam 4 nit. Trong 6 nam c6 2 sinh vién Ha Noi va 4 sinh vién
tinh Ha Tay. Trong 4 nit ¢6 2 nit sinh Ha N6i va 2 nit sinh Théai Binh. Chon ngau nhién ra
3 nguoi

a. Co bao nhiéu cach chon ra 3 sinh vién nam?

b. C6 bao nhiéu cach chon ra 2 sinh vién nam 1 sinh vién ni?

c. Co bao nhiéu cach chon ra 3 sinh vién gém dua 3 tinh?

10. Cho da gidc déu gdm 2n canh
a. Hoi c6 thé 1ap dugc bao nhiéu hinh chir nhat ¢ 4 dinh 1a 4 dinh cua da giac déu nay?
b. Hoi da gidc déu noi trén c¢6 bao nhiéu dudng chéo?

11. Cho tap A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
a. A ¢ bao nhiéu tap con c6 it nhat 2 chit s6 nho hon 6
b. A c6 bao nhiéu tap con c6 it nhat 2 chit s6 16n hon 6

12. C6 4 vién bi gidng nhau duoc bod vao 3 cai hop. Hoi ¢6 bao nhiéu cach bo?

13#, C6 4 hanh khach doi tau tai nha ga A dé di t¢i B. Mot doan tau gom 4 toa chuén b
roi ga A de di t6i B.

a. Co6 bao nhiéu céach 1én tau cua 4 hanh khéch trén.

b. C6 bao nhiéu cich Ién tau ctia 4 hanh khach trén sao cho mdi ngudi 1én mot toa.

c. C6 bao nhiéu cach dé 4 hanh khach trén 1én hai toa mdi toa 2 nguoi.

14. Trong khai trién (x — %)5 0.
X

a. Tim s0 hang khong chira x

\ A A 5 20
b. Tim hé s6 cua x
c. Tim hé s6 cua x40

15. Chimg minh cic dong nhat thtc:



n+1_
1 cr :2 1
n+1 n+1

16. Cho p, q >0, p + q = 1. Tim s6 hang 16n nhét trong ddy s sau:

n-k k.

C'p°q";Clpg" s, ;C "G ;C"p"q°
17. Xép 3 nguoi theo mot hang doc. Néu céc sy kién so cdp co ban
18. Tr 4 nguoi A, B, C, D 1ay ngau nhién 2 nguoi. Néu tap cac su kién so cép co ban.

19. Hai ca thé sinh vat c6 cung kiéu gen Aa Bb dem lai v&i nhau. Hay néu céac kiéu gen
cd thé co cua cac ca thé con.

20. Tir hai nhom hoc sinh, nhém thir nhat gdm 4 hoc sinh nam A, B, C, D nhém thi hai
gom 4 hoc sinh nit X, Y, Z, T. Chon mdi nhém ra 2 hoc sinh.

a. Chi ra tap cac su kién so cap co ban tng véi phép thir trén
b. Chi ra hai h¢ day du cac su kién.

21. Tung mot lan 3 dong tién.
a.Hay chi ra cic sy kién so cap co ban.
b.Hay chi ra mgt h¢ dﬁy du cac su kién chi g@)m hai su kién

22. Tung dong thoi hai con xtic xac.
a. Co bao nhiéu sy kién so cép co ban
b. Hay chi ra m{t h¢ de‘iy du cac su kién gém 11 su kién

23. Mot da giac déu g@)m 2n canh (n > 2). Chon ngéu nhién bdn dinh.

a. Co bao nhiéu sy kién so cép co ban?

b. C6 bao nhiéu su kién dé bén dinh duoc chon 1ap thanh hinh chit nhat?
Khi n =3 Chon ngﬁu nhién 3 dinh cua mot luc giac déu.

c¢. C6 bao nhiéu su kién so cép co ban?

d. C6 bao nhiéu sy kién ba dinh dugc chon 1ap thanh tam giac déu?

25. Chirng minh céc tinh chat vé cac phép toan cta cac su ki¢n.
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Chwong 2 : Xdc sudt

Viéc dua ra nhiing s6 do thich hop danh gia kha ning khach quan xay ra cta mdi su
kién duoc trinh bay trong phan du cua chuong nay. Cac dang dinh nghia xéac suét tir cc
dinh nghia c6 dién t6i dinh nghia xac sut theo hé tién dé giiip nguoi hoc hinh dung duoc
su phat trién va tinh phong phu, da dang ciia mon xac suat. Céc tinh chat cac dinh 1y ve
xac sut duoc trinh bay ¢ mirc t6i thiéu dé nguoi hoc khoi cam thdy nang né khi tlep thu
chung. Nhitng vi du dua ra gitip ngudi hoc thdy dugc nhitng ap dung thuc thyc té ciia
mon xac sut va qua cac vi du ndy ngudi hoc ¢ thé hiéu cach lam cac bai toan xac suit.

I. Cac dinh nghia cia xdc suat

1. Mé& ddu: Khi tién hanh mot phép thir, ¢6 thé c6 mot trong nhidu sy kién s& xay ra, mdi
su kién 1a mot dic tinh dinh tinh, viéc chi ra “sé do” kha ning xay ra cua mdi mot su
kién 1a diéu can thiét. Ta c6 thé hiéu xac suat cua mdi su kién 1a “s6 do” kha nang xay ra
cua sy kién do. Viéc g?in cho mdi sy kién mét “sb do” kha nang xay ra cua n6 phai dam
bao tinh khach quan, tinh hop ly va tinh phi mau thuan. Trong muyc nay ching ta s¢ dua
ra cac dinh nghia ciia xac suat. Mdi dang c6 nhing uvu va nhugc diém nhat dinh. Tuy
vdy, qua cac dang dinh nghia nay c6 thé hinh dung ra sy phét trién ctia mén xac suat, mot
moén hoc ¢6 ngudn gbc xudt phat tor nhirng song bac nhung nho sy ty hoan thién trong
qué trinh phat trién nén mon xac suat khong nhiing c6 day du cac yéu td co ban ciia mot
nganh khoa hoc chinh xac ma con 1a mét trong nhirg nganh ctia Toan hoc c6 thé hd trg
cho tat ca céac linh vuc khoa hoc khac tir khoa hoc tw nhién dén khoa hoc ki thuat va ké ca
nhirng nganh tuéng nhu xa la véi Toan hoc do 1a cac nganh khoa hoc xa hoi.

2. Pinh nghia xic suit theo quan ni¢m dong kha ning.

2.1 Phép thu dong kha nang: Mot phep thur ddng kha nang 1a mot phép thir ma cac két
qué tryc tiép (con goi la sy kién so cép) tmg Vi phép thur nay c6 kha nang xuét hién nhu
nhau sau khi thu. Chang han khi ta gieo mgt con xuc xdc can ddi va dong chat thi viéc
Xuét hién mdt trong cac mat co s6 cham tir 1 dn 6 1a c6 kha nang nhu nhau hoac khi
chon ngau nhién hai trong nim ngudi A, B, C, D, E thi viéc chon dugc AB hodc CD . . .
DE l4 c6 kha nang xuat hién nhu nhau.

2.2 Pinh nghia xdc sudt theo quan niém dong kha ndng:

Xét mot phép thir ddng kha nang. Gia sir sau phép thir ndy c6 mot trong n sy kién so cip
c6 thé xdy ra va c6 mot trong nu su kién so cap xay ra kéo theo A xay ra. Ta thiy lay HTA
1am s6 do khach quan xay ra sy kién A 1a hop 1y. Vi vay ta c6 dinh nghia sau:

Pinh nghia: Xéac suat cua su kién A 1a s6 P(A) =

* n 1a s6 két qua ddng kha nang sau phép thu
* ny 12 86 két qua xay ra kéo theo A xay ra hoac s6 két qua thuan 191 cho su kién A hay
s0 két qua hop thanh su kién A
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Viéc tinh x4c suat dua trén dinh nghia trén phai thuc hién theo trinh ty sau:

* Xét phép thir dang quan sat c6 phai 1a phép thir dong kha ning khong

* Néu phép thir 1a dong kha ning thi phai tim s su kién dong kha ning n

* Pé tinh x4c sudt cua su kién A ta phai tim s6 két qua kéo theo A sau dé sir dung dinh
nghia

P(A) = 2a

2.3 Cac vi du
Vidu 2.1: Gieo hai ddng tién can d6i va dong chat. Tinh xac sudt dé ca hai cing xuat
hién mat quoc huy.
Goi A 1a sy kién ca hai dong tién ciing xuat hién mat qudc huy.
Ta c6: S6 su kién dong kha nang: n =4

S6 su kién kéo theo A:  ny=1.VayP (A) = =

Vi dy 2.2: MOt dan ga co bdn con ga ri gdbm hai méi hai tréng va sau con ga tam
hoang gdém hai trong bon mai. Chon ngau nhién hai con ga
Goi A 1a sy kién hai con ga dugc chon déu la tréng

B 1a su kién hai con ga dugc chon gém mot tréng mot mai
C la su kién hai con ga dugc chon la ga mai ri
Hay tinh xé4c suat ctia cac sy kién A, B, C
Ta co: S6 sy kién day kha niang 1a CJ, =45
S6 su kién kéo theo A 1a C2 =6
S su kién kéo theo B 1a C,C}, =24
S6 su kién kéo theo C1a C3 =1
6 2 24 8 1
Va PA_—=—PB:_=_,pC:_
oA T PP T 4T MO s

Vidy2.3: CobagenX,Y,Zvabagenx,y,z xép ngdu nhién theo mot day doc. Tinh
xac suat dé cac gen x, y, z xép lién nhau.

Goi A la sy kién can tinh xéac suét
S6 su kién déng kha nang: n = 6! =720
144 1
720 5
Vidy2.4: Haica thé bd va me cung co kiéu gen AaBb. Tinh xac suat dé ca thé con ¢
ki€u gen giong ki€u gen cuia bd me. Ta c6 bang lién két gen sau:

S6 su kién kéo theo A: ns = 314! = 144. Vay: P(A) =
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Me AB Ab aB ab

B
AB AABB AABb | AaBB AaBb
Ab AABb AAbb AaBb Aabb
aB AaBB AaBb aaBB aaBb
ab AaBb Aabb aaBb aabb
Duya vao bang trén ta co: S6 su kién déng kha nang n =16
S6 su kién kéo theo A: ny =4. Vay P(A) = %:i

3- Pinh nghia xic suit theo tin suat

Dinh nghia xac sudt theo quan niém dong kha ning c¢6 uu diém 1a chi ra cach tinh xac
suat ctia mot sy kién ro rang va don gian. Tuy nhién dinh nghia nay chi ap dung dugc voi
loai phép thir dong kha ning va s két qua sau phep thu la hitu han. Trong thyc té thuong
gap nhiing loai phép thir khéng c6 tinh chat trén, dé khic phuc han ché nay ta c¢6 thé dinh
nghia xac suat theo quan diém thong keé.

3.1 Tan suat cia sy kién: Gia st ta tién hanh n phep thtr v6i cung mot hé diéu kién thy
cO na 1an xuét hién su kién A. S np duogc goi la tan sb xuat hién su kién A va ti $6:

n e 1y LA £ £, 1:a n
f (A)=—2 goi la tan suat xuat hién su kién A.
n

Ta nhén thay rang khi n thay d6i n, thay doi vi thé fa(A) cling thay dm Ngay ca khi tién
hanh day n phép thir khac véi cung mot diéu kién thi tan s6 va tin suat cuan lan thir nay
cling c6 thé khac tan sb va tan suét cuan lan thu truge. Tuy nhién tan suat c6 tinh 6n dinh
nghia 1a khi s6 phép thir n kha 16n tin suat bién ddi rat nho xung quanh mat gia tri xac
dinh. De minh chimg cho nhan xet trén ta xét mot vi du kinh dién vé xac dinh tan sb va
tan sut viéc Xuét hién mat sap (mdt khong c6 chir) cua mot dong tién do Buffon va
Pearson thuc hién

Nguoi 1am thi nghiém | S6 lan tung 1 dong tién | Tan s6 mat sip | Tan suat mat sip
Buffon 4040 2040 0.5080
Pearson 12000 6010 0.5010
Pearson 24000 12012 0.5005

Ta nhan thay rang khi s6 1an tung tién n tdng 1én, tan suat xuat hién mat sap on dinh dan
ve gia tri 0,5 dugc lay lam xac xuat xuat hién mat sap khi tung mot dong tien can doi va
dong chat.

3.2 Dinh nghia: Xéc suét ctia mot su kién 1a tri s& on dinh cua tan suat khi sb phép thur
tang 1€n vo han.

Viéc kh:fmg dinh tan suét ciia mot sy kién 6n dinh (hay tién to1) mot gia tri xac dinh khi
sO phép thu tang 1€n vo6 han dugc dam bao bdi dinh 1y Bernoulli s€ dugc phat bicu va
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chirng minh trong chuong sau. Tuy dinh nghia xac suat bang tan suat khong chi ra gia tri
cu the X4c suat ciia su kién nhung trong thyc té khi s0 1an thtr n 13 16n ta thuong lay tan
xuét fy(A) thay cho xac suét cua su kién A. Vao cudi thé ky 19 nha toan hoc Laplace theo
ddi cac ban thong ké vé dan sb trong vong 10 ndm ctia London, Peterbua, Berlin va nuéc

A . A A o . A 1y 22 .
Phap Ong ta tim ra tan suat sinh con trai cia ba vung trén va ca nudc Phap la rR Khi

A P B S SR 22
xem x¢ét ti 1€ sinh con trai cua Paris 6ng tim duoc tan suat 29° tan suat nay nho hon rR

Ngac nhién vé su khac nhau d6, Laplace diéu tra thém va tim ra hai diéu tha vi sau:

Mét la: Vo thoi bay gid cac tré em dé ra khong ghi tén cha trong gidy khai sinh thi
du sinh & Marseille, Bordeaux hay bét cir & noi nio trén dat Phap déu c6 trong ban thong
ké tré sinh & Paris.

Hai la: Phan 16n nhirng dira tré noi trén déu 1 con gai.

Sau khi loai nhiing dira tré khong sinh & Paris ra khoi danh sach nay thi ti 1€ tré trai &

Y 22
Paris tro vé con sO —.
43

Qua vi du néu trén ching t6i mubn cac nha noéng hoc twong lai khi quan sat hodc thi
nghiém thay c6 mot sb liéu nao d6 khac véi s6 liéu da biét thi can phai tim nguyén do su
khac biét ndy xuét phat tir dau, rat c6 thé qua d6 ta c6 thé phat hién dugc nhimg diéu bo
ich phuc vu cho chuyén mon.

4. Pinh nghia xic suit bing hinh hoc
Vi nhitng phép thtr dong kha ning ma s6 két qua sau mot phép thur la v6 han thi viéc st
dung dinh nghia xac sudt & muyc 2 dé tinh xac suat cia mot su kién la khong thyc hién
dugc. Pé khic phuc han ché nay ngudi ta dwa ra dinh nghia xac suét bang hinh hoc.
4.1 Pg do ciia mgr mién: Gia st D 1a mot mién hinh hoc nao d6 ching han D 1a mét doan
thang, mot hinh phang hay mot khoi khong gian. S6 do d6 dai, dién tich, thé tich tuong
ung dugc goi la do do cua mién D va ki hiéu 1a m(D)
4.2. Binh nghia :
Xet mot phép thir voi vo han két qua dong kha nang, gia st co thé thiét lap sy twong tng
mot - mot moi két qua vo1 mot Ndién} thudc miéq G ¢6 do do 1a m(G) . Modi ket qua kéo
theo su kién A tuong trng v&i moi diém thudoc mién D < G c6 d6 do m(D).
m(D)

m(G)

Vidu 1: Mot duong day cap quang nbi Ha Noi v6i thanh pho Ho6 Chi Minh dai 1800
km gap sy 6 ki thuat lam tic nghén viéc thong tin lién lac. Sy ¢b ki thuat co thé Xay ra 0
bét ctr mot vi tri nao trén dudng cap quang trén v6i cing mot kha nang. Tinh xé4c suat dé
su c6 ki thuat xay ra cach Ha Noi khong quéa 300km.

Mién G ¢ ddy 1a duong cap quang ndi Ha Noi- thanh phé HO Chi Minh ¢6 m(G) = 1800.
Mién D twong Gng v&i su kién can tinh xac suat 1a doan cap quang tir Ha noi t6i vi tri
cach Ha No6i 300 km, m(D) = 300.

Xéc suat cua su kién A 13 s6 P(A) =
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300 1
1800 6

Vi dy 2: Hai nguoi A, B hen gip nhau tai mot dia diém trong quang thoi gian tur 12
gio den 13 gio theo qui udc, nguoi dén truoc doi ngum dén sau khong qua 15 phat. Tinh

xac suat dé hai nguoi gap duoc nhau. Biét rang mdi ngudi c6 thé dén diém hen vao bét
clr thoi diém nao trong quing thoi gian noi trén.

Goi x 1a thoi diém A dén chd hen, y 14 thoi diém B dén chd hen, 0< x,y <60

Vay xac suat can tinh P =

Viéc hai nguoi dén chd hen twong tmg véi diém M(x, y) thudc hinh vuéng OABC co
canh dai 60 don vi dai. Hai nguoi gdp dugc nhau
= |x - y| <15 x-15<5y<x+15© M(x, y) thudc hinh ODEBGH.

A Y

L

0 D A

Hinh 1
Ta c6 mién G 14 hinh vudéng OABC, mién D 1 hinh ODEBGH.
m(G) = 60° , m(D)= 60°- 45
m(D) _60°-45° | 9 7
m(G) 60° 16 16

Mot s6 bai toan thue té nhu qua trinh thy phén, qué trinh thuy tinh .... c6 thé ap dung nhu
bai toan gap go noi trén.

Vay xac suat can tinh P =

5. H¢ tién dé Kolmogorop
Mic du ra doi tir thé ki 17 nhung do ngudn gdc xuét phat va nhitng khai niém duoc néu
ra co tinh mo ta thiéu nhirng luan ctr khoa hoc nén ca mot quang thoi gian dai tir the ki 17
dén trudc nhitng ndm 30 cua thé ki 20 xac suat khong duoc coi la mot nganh toan hoc
chinh thong. Mai téi ndm 1933 khi nha toan hoc Nga A.N Kolmogorop xdy dung h¢ tién
dé cho 1y thuyét xac suat thi xac suat méi dugc cong nhan la mdt nganh toan hoc chinh
thong sanh ngang hang v4i nhi€u nganh toan hoc khac nhu s6 hoc, hinh hoc, dai so0, giai
tich...
Tuy dugc chdp nhan mudn mang nhung xac suit di c6 mat trong hau hét cac linh vuc
khoa hoc tir khoa hoc ty nhién , khoa hoc ki thuat dén khoa hoc xa hdi. Vi la mét gido
trinh danh cho cac nganh khong chuyén vé toan chung t6i chi c¢6 y dinh trinh bay so lugc
h¢ tién dé vé ly thuyét xac suat do A.N Kolmogorop dua ra
Xét C 1a mot o - dai s cac sy kién . Xac suat P 1a mot ham x4c dinh trén C thoa man :
1/P(A) 20 YAe C
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2/ P(Q) =1
3/ Néu A, Ay, ..., An. . . ... ....xung khic ting doi, A, € C, n=1,2,... thi

P A=Y P(A)

Boba ( Q, A, P) duoc goi 1a khong gian xac suat.
II Cic tinh chit va cdc dinh Iy

1. Céc tinh chat.
Pé don gian, ta chi sir dung dinh nghfa theo quan diém dépg kha nang dé ching minh
cac tinh chat s€ néu trong muc nay. Tuy nhién cac tinh chat do cting dung v6i moi dang
dinh nghia xac suat khac.

1/ 0<P(A)<1vi 0<n, Sn:OSn—A:P(A)SE:I

n n

2/ P(¢)=0,P(Q)=1vi n, =0,n, =n suy ra diéu cn ching minh.

3/ Néu AnB=¢ thi P(A+B) =P(A) + P(B)
Goi na 1a s6 su kién kéo theo A, ng 12 s su kién kéo theo B do A xung khéc véi B nén sb
su kién kéo theo A + B 1a

n,,=n,+n;, >P(A+B)= Dap _ DA T0p Mo
n n n

4/ P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(AB)
Goi nu 1a s su kién kéo theo A, ng 1 s6 su kién kéo theo B, nag 1a s su kién kéo theo
AB, n, ;14 s su kién kéo theo A UB. Ta c6

+ 5 _ peA)+P(B)
n

n,+ng—N,,

nAB
n, =n,+n;—n,, =>PAAUB)= nu = |

Ng

—=PAYB) =228 M _pa)sPB)-PAB)
n n n

Hé qua 1: P(A)=1-P(A). That viy ta c6
A+A=Q=P(A+A)=P(Q)= P(A)+P(A) =1=diéu can chirng minh.
H¢ qud 2: Néu Ay, A, , .. .A, xung khéc timg doi thi P(O_A,)=> P(A)
i=1 i=1

Ap dung nhiéu lan tinh chét 1.3 ta c6 hé qua trén.
5/ Néu AcB=P(A)<P(B)

Vi AcB=n, <n, = P(A)=—4 < "B —p(B)
n n

2. Xac suat ¢6 dieu kién
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Xét hai su kjén A va B trong mét phép thtr dugc tiér} hanh l’mg V(')i, mot bd diéu kién nao
do6. Viéc xuat hién sy kién nay doi khi anh huong dén xac suat xuat hién cta sy kién kia
va nguoc lai .
Chang han trong mdt hop c6 3 bi trang va 2 bi do, rat 1an luot 2 bi. Lan dau rat dugc bi
trang hay khong rd rang anh hudng dén xac suat xuat hién bi trang ¢ 1an thir hai.
2.1. Pinh nghia: Xac suat cia sy kién A v6i gia thiét sy kién B da xy ra 1a xéc sult c6
dicu kién cua A voi diéu kién B.
Ta ki hiéu x4c suét ndy 1a P(A/B) hoic Pg(A)

Vi dy 2.1: Quay lai vi du vira néu trén. Goi B 1a sy kién 1an dau rt dugc bi trang , A

1a su kién lan sau cling rut dugc bi tréng. Ta co P(AfB)=% :% con P(A/ E) = % RO rang

viéc Xuét hién hay khong Xuét hién B anh huong t61 xac sudt xut hién A.

Vi dy 2.2: Tinh trang hoa vang gen A 1a tinh trang trdi, hoa tring gen a 1a tinh trang
lan. Hai cay dau hoa vang di hop tir ( cung mang gen Aa) dem lai v&i nhau cac ca thé con
c6 cac kieu gen AA, Aa, aA, aa voi cung mot kha nang. Chon mdt ca thé con thi thay ca
thé nay c6 hoa mau vang. Tinh xac suat dé ca thé do 1a dong hop tr
Goi B 1a su kién cé thé con c6 hoa mau vang, A 1a sy kién ca thé con ¢c6 gen déng hop ttr.

Ta co: P(A/B) :%

2.2 Cong thirc xdc sudt cé diéu kién
P(A/B) = P(AB)
P(B)
That vay goi np la sb su kién kéo theo B( do gia thiét B da xay ra nén ng# 0, goi nap la
su kién kéo theo AB
Nap

Taco P(A/B)="a - n__P(AB)
ng Ny  P(B)
n

3. Cong thitc nhan xac suit

Tt P(A/B) = P}E‘?;) = P(AB) =P(B)P(A/B) (1)

Thay ddi vai tro cia A va B cho ta ¢ P(AB) = P(A)P(B/A)
M6 rong ta co: P(AAsz...Ay) =P(A1)P(A2/A))...P(A/A1Az... Any) )
Cong thire trén goi 14 cong thirc nhin x4c suat. Ap dung lién tiép cong thic (1) nhiéu lan
ta co cong thuc (2)
Vidy 3.1: C6 6 cay dau hoa vang va 2 cay dau hoa trang 1ay 1an luot 2 cdy dau. Tinh

xac suat dé ca 2 cay dau lay ra la cay dau hoa vang.

Goi A 1a sy kién ca 2 cay léy ra la dau hoa vang

A, 1a sy kién cdy 13y ra lan ¢iu mau vang
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A; 12 sy kién cy 14y ra 1an hai mau vang
Taco: A=AA; tirdo suyra
65 30 15
P(A)=P(A,A,)=P(A)PA,/A)=——=—
(A)=P(AA,)=PA)P( )875628
Str dung dinh nghia x4c sudt theo quan diém dong kha ning ta ciing c6 két qua trén.

Vi du 3.2: Mot giépg lua m(')’i tgi modt trai lai tao giéng trude khi dua ra san ’xuét dai t’I’E‘l
phai ti,én he‘mh’ lién ti€p ba lan }(iém dinh do ba trung tdm khao ctu gi@ng cap mat, cap
hai, cap ba tién hanh. Néu giong lua duoc chép nhén ¢ trung tdm cap dudi thi dugc
chuyén 1én trung tim cap trén dé kiém dinh tiép. Qua thong ké cho thay gidng cua trai
trén dugc trung tam cap mot chap nhan voi xac suat 0,7. Sau khi chuyén lén trung tam
cap hai n6 dugc chap nhan voi xac suat 0,8. Néu duoc chuyén 1én trung tim cap ba no
dugc chap nhan véi xac suat 0,9. Tinh xé4c suat dé gidng lua duoc dua ra san xuét dai tra.

Goi: A lasukién giéng lta duoc dua ra san Xuét dai tra.
A, 1a sy kién gidng laa duoc chip nhan & trung tim cap i.
Taco: A = AjArA;
= P(A) =P(A1AzA3) = P(A)P(Ax/A1)P(A3/A1A) =0,7.0,8.0,9 = 0,486
4. Cac su kién doc lap.
4.1 Hai su kién doc lap: Su kién A dugc goi 1a doc 1ap voi su kién B néu:
P(A/B) =P(A)

Tur dinh nghia trén ta co

* Néu A doc lap véi B thi P(AB)=P(A)P(B)

That vay P(AB)=P(B)P(A/B) =P(B)P(A)

* Néu A doc lap véi B thi B ciing doc 1ap voi A

Do P(AB)=P(A)P(B/A) =P(B)P(A)=P(B/A)=P(B). Do vay B ciing doc lap véi A.
* A doc lap v6i B & P(AB)=P(B)P(A)
4.2. Hé doc lap tung doi va doc lap hoan toan

Hé: AL A,,...,A, dugce goi 1a doc lap tirng doi néu A, doc lap A; Vi

Hé: A1, A,,....A, dugc goi 1a doc 1ap hoan toan néu

P(A /A A A )=PA)V{A A .A }c{ALA,LA ]

Tt dinh nghia trén ta théy hé doc 1ap hoan toan thi doc 1ap tirng d6i nhung diéu ngugc lai
no6i chung khong ding.

4.3. Cac vi du

Vi dy 4.1: Mot mang cAp nude nhu hinh vé

E_ / = (C—F

Hinh 2
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Nuoc duoc cép tr E dén F qua ba tram bom tang ap A, B, C. Cac tram bom lam viéc doc
1ap v6i nhau. Xdac suat dé cac tram bom A,B,C ¢6 su ¢ sau mot thoi gian lam viéc lan
luot 1a: 0,1; 0,1; 0,05. Tinh xac suat dé vung F mat nudc

Goi:  Fla su kién vang F mat nude
A l1a su kién tram A c6 su ¢d
B 1a sy kién tram B ¢6 su ¢
C 1a sy kién tram C c6 su ¢d
Taco: F=(AnB)uC = P(F)=P[(AnB)uC]
= P(AB)+P(A)-P(ABC) = P(A)P(B)+P(C)-P(A)P(B)P(C)
=0,01 + 0,05 - 0,005 = 0,055
Vidu4.2: Co hai 16ng ga glong Long thr nhat c6 2 ga tréng, 4 ga mai. Long thtr hai
co4 ga trong, 2 ga mai. Lay ngau nhién tu mdi long ra 1 con. Tinh x4c suit dé 2 con ga
lay ra déu la ga mai
Goi: Ajlasuykiéncon ga léy rad léng mot 1a ga mai
A 1a su kién con ga 1y ra ¢ 10ng hai 13 ga mai

Ta cé: P(A1Az) = P(A)P(A)) = 42 Z

5. Day phép thir doc 1ap: Trong thuc té nhiéu khi ta gap nhtng phep thur hop gém mot
day lién tiép cac phép thir nhur nhau dwoc 1ap di lap lai n 1an va dé y dén sy xuat hién cua
mot su kién A nao d6 trong n lan thir nay. Chang han khi gieo mot ddng tién can dbi va
d6ng chit n 1dn hodc tung mot con xic xac cin dbi va dong chét n 1an thi nhitng phép thir
thudc loai nay chinh la day phép thir doc 1ap.

5.1. Lwgc d6 Bernoulli. Tlen hanh mot day n phép thir ma phep thur sau doc 1ap voi cac
phép thir trudc do, xac suat xuat hién sy kién A & mdi phép thir 1a nhu nhau va bang p

(p#0, p# 1). Day n phép thir doc 1ap loai nay con dugc goi 1a mét luoc do Bernoulli.
5.2. Cong thirc Bernoull: Trong mdt luge do Bernoulli sy kién A c6 thé xuat hién tir O
deén n lan. Goi By 1a su kién A xuat hién ding k lan trong lugc d6 Bernoulli. ta xay dung
cong thtrc tinh P(By)

Goi A; 1a sy kién A xuét hién & 1an thir i trong n 1an thir

Ta co By = AlAz...AkKk+1...Kn +...+E...Kn—kA
kién trén gdm tich cta n su kién trong d6 A xuét hién k 14n va A xuét hién n-k 1an. Mdi
tich trén twong Ung voi viéc chon ra k phép thur (A xuat hién) tir n phép thir da cho, theo
ly thuyét to hop c6 tat ca C* tich nhu vay.

A, - MOI su kién cua tong cac su

Do n phép thtr 14 doc 1ap P(A;) = p, P(Aj) =1l-p=q
nén P(A Ay Ay Akt An) =...= P( A AwiA, .. A,) =p'q""
Suy ra: P(By) = C* pfq"*

Pay 1a cong thirc Bernoulli cho ta biét xac sudt A xuét hién k 1an trong mot lugc d6
Bernoulli

Goi: P,(k) la xac suat dé sy kién A xudt hién k 1an trong mot luge d6 Bernoulli va
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Pu(ky, k) 1a xac suat dé A xuét hién trong khoang tur k; dén k, 1an (ki< ky)
Tacod: Py(k)=P(By) = C* pfq"™*

Pa(ki,ko) = ZP (k)_ZCk k_n-k

k=k, k=k,
Vidu5.1: Xac ,sué} dé mot qua trimg ga dem 4p nd ra ga con 1a 0,8. Pem ap 5 qua
tring. Tinh x4c suat dé c6 3 qua nd ra ga con?
Ta c6 mot luoc dd Bernoulli véin = 5, p=0.8. Xac suét can tinh 1a
P,(3)=C}0,8°0,2% =0,2048
Vidy 5.2: Til¢ dau hoa vang ddng hop tir gen AA, hoa vang di hop tir gen Aa va hoa
trang genaala 1 :2: 1. ChonlO hat ddu dem gieo
1/Tinh x4c sudt dé co 4 ciy dau hoa vang la dong hop tir
2/ Tinh xéc suit dé co 5 cdy dau hoa vang
Néu chi xét tdi cac ciy dau hoa vang dong hop tir trong s6 cay dau ta c6 luge do
Bernoullie vé6i
1 3

p1 :Z,q1 = 2 Vay xéac sudt can tinh la

P, (4)=C; ( ) (—)
. , . 3 | S W
Trong truong hop thir 2 ta co p2 =Z,q1 = Zva xac suat can tinh

5 3 5 1 5
P1o )= C10 (Z) (Z)
5.3. 86 lan xudt hién chdc nhat: Xét mot luge do Bernoullie véi s6 1an thir n va xc sudt
xuat hién sy kién A, P(A)=p.
ko dugc goi 12 s6 1an xudt hién chic nhét hodc s 1an xuét hién c6 kha nang nhat néu:
n(ko) >Pk)Vk=0, 1., n Dé t1m Ko ta chi can xét day $6 Pu(0), Pu(1),...Pa(K)... Pn(n)

xem so nao 16n nhat thi k g voi s0 d6 chinh 14 ko can tim. Tuy nhién viéc tinh tat ca
cac sb trong ddy sb trén s& mat nhiéu thoi gian. Vi vdy ta dua ra thuat toan tim sb 1an

A, 1 n z £, o o , ~ X I \ , \
xuat hién chic nhat tir nhan xét sau. Trong ddy sO uy, us,... u, néu —* con 16n hon 1 thi
u
k

u+

Uy

diy s con tang dén khi nao nho hon 1 thi ddy s6 bat dau giam. S6 ko ma tir d6 diy

chuyén tir ting sang giam 14 s6 can tim. Ap dung nhan xét trén ta xét
Pn (k + 1) B Ck+1pk+1qn—k—1 B n— k B
P, (k) Cyp'q"™  k+l g

= Pp(k+1)>Py(k) & np-kp>kq+q<np—-q>k(p+q) < np—-q>k
Do np - q 1a mot hang s6 nén khi k con nho hon np - q ddy con ting t6i khi k vuot qua
np — q thi ddy bat dau giam.
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Néu np - q khong phai 1a s6 nguyén sb 1an xuat hién chic nhét 1a: ko= [np-q]+1

Chii y: Phan nguyén cta s thuc x 12 s6 nguyén 16n nhét nho thua hodc bang x, ki hiéu
la [x]

Néu np - q 14 s6 nguyén thi s6 1an xuét hién chac nhat 1a ko= np - q va ko+1.

Khi do ta co Py(ko) = Py(ko+1) 2P, (k) Vk=0,n

Vidu5.3: Xac suat dé mdi cay song sau thoi gian tréng 13 0,8. Trong 1000 cay, Tim sd
ciy c6 kha ning séng cao nhat

Tacon=1000,p=0,8,q=0,2=np-q=799,8

Vay sd ciy c6 kha nang séng cao nhit ko= 800

6. Cong thirc xc suit toan phin
Xét Ay, Ao,..., Ay la mot hé dﬁy du cac su kién, A 1a mot su kién nao do.
Ta co:

A=AQ=AA, +A,+..+A )=AA +AA, +..+ AA,

=P(A)=P(AA, +AA, +..+ AA))
Str dung cong thirc cong va nhin xéc suat ta c6

P(A) =P(A)P(A/A))+ P(A2)P(A/Az)+...+ P(An)P(A/A,)
Cong thirc trén duoc goi 1 cong thirc x4c suat toan phan

Vi du 6.1: Mot kho hang c¢6 10 kién hang trong d6 c6 4 kién do may A san xuat,

3 kién do may B sén Xuét va 3 kién con lai do méy C~sén xuat. Ti 1¢ san phém loai hai c[o
cac méy san xuat lan lll:Qt 1a 0,02; 0,03;’ O,QS. Lay qgéu ’nhién tu kho ra mot kién hang roi
tr do 1ay ra mot san pham. Tinh x4c suat dé san pham lay ra la san pham loai hai
Goi: A la su kién san phém léy ra la san phém loai hai

A, 1a sy kién san pham lay ra do méy i san xuat
Khi d6 Aj, Ay, Azla mot hé ddy di = A = AA, + AA, + AA,

Theo cong thirc xac sudt toan phan ta c6
P(A) =P(A))P(A/A))+ P(A2)P(A/A2)+ P(A3)P(A/A3)
i .0, 02+i 0, 03+i 0,05=0,032
10 10 10
Vi du 6.2: MOt loai sinh vat co cac kiéu gen AA, Aa,aatheotilé: 1:2:1.
Néu cé thé bo (me) 6 kiéu gen AA lai véi cac thé me (bd) ¢6 kieu gen AA thi céc ca thé
con déu co kicu gen AA.
Néu gé thé bd (me) cb kiéu gen AA lai vdi cac thé me (bé) c6 kiéu gen Aa thi ca thé con
co kiéu gen AA, Aatheotilé 1: 1.
Néu c4 thé b (me) c6 kiéu gen AA lai voi céac thé me (bo) 6 kiéu gen aa thi ca thé con
chi ¢6 cac kiéu Aa. Chon mdt ca thé con tir ca thé me c6 kiéu gen AA.
1/ Tinh xéc suat dé ca thé con co kiéu gen AA

2/ Tinh x4c suat dé ca thé con c6 kiéu gen Aa
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Goi: A la sy kién ca thé con c6 kiéu gen AA
B 1a sy kién ca thé con c6 kiéu gen Aa
A la su kién cé thé bd c6 kiéu gen AA
A 13 su kién cé thé bd c6 kiéu gen Aa
Asz1a su kién ca thé bd c6 kiéu gen aa
Theo dau bai :
2

P(A) :%  P(A) = PA, )_l P(AIA)=1; P(A/Az):% .P(AlA)=0

P(B/A)=0; P(B/A,) =% . P(B/Ay)=1

Hé: Ay, A, Aslahé day du.
A= AA +AA, +AA,
suy ra P(A) = P(A))P(A/A 1)+ P(A2)P(A/A2)+ P(A3)P(A/A3)
iegomi)
B =BA, +BA, + BA,
suy ra P(B) = P(A)P(B/A )+ P(A2)P(B/Ay)+ P(A3)P(B/A3)

l0+gl+11:1+1:1

4742 4 4 4 2
7. Cong thirc Bayes
Gia sir Ay, Ay, A ... Ay la mot hé dﬁy du cac su kién. A la mot su kién nao do

cOP(A)#0
Theo cong thirc xac sudt toan phan ta co:
P(A) = P(A)P(A/A 1)+ P(A2)P(A/A2)+... +P(Ai)P(A/A))+...+P(AL)P(A/A,)
Xeét Aj la mot sy kién nao d6 trong hé cac sy kién da cho
P(A;A)  P(A)P(A/A))

Ta co P(A{/A)=
P(A)

SP(A,P(A/A,)

i=1

Cong thire trén dugc goi la cong thirc Bayes. Cac xac suét P(Aj/A) goi la cac xac sut hau
nghiém dé phan biét v&i cac xac suat tién nghiém P(A))

Vi dy 7.1: Cap tré sinh d6i c6 thé 1a sinh ddi that ( do ciing mot trimg sinh ra) trong
truong hop nay ching ludn cung gioi. Truong hop cap sinh doi do hai trimg sinh ra goi 1a
gia sinh doi. Néu cdp sinh d6i do hai trimg sinh ra thi xac suat dé chtng ciing gidi 1a 1/2.
B1’Gt xac suat dé cap sinh ddi do cung mot trng sinh ra la p. Mot cap tré sinh doi ra doi
biét ching cung gidi. Tinh xac suat dé chung la sinh doi that.

Goi: A la su kién cdp tré sinh doi 1a cung gidi
Aj 1a su kién cdp tré sinh doi 1a sinh doi that
A 1a su kién cdp tré sinh doi 1a gid sinh doi
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Ay, Az 13 h¢ dly di, P(A)) = p; P(A2) =1-p; P(A/A)) = 1; P(A/A2) = %

Theo cong thirc Bayes ta ¢6 xac suat can tinh 1a:

P(A. 1 A) = P(A)P(A/A)) _pl 2
! P(A,)P(A/A,)+P(A,)P(A/A,) 1+p

1
A+(-p)—
p-1+( p)2

Vi dy 7.2: Ti 1¢ ngudi dén kham tai mot bénh vién méc bénh A 12 60%, trong s6
nhimg nguoi mac bénh A ¢6 50% mac ca bénh B, con trong s6 nhitng nguoi khong mac
bénh A c6 70% mac bénh B.

1/ Kham cho mot nguoi thi thiy ngudi d6 mac bénh B. Tinh xac suét dé nguoi
duoc kham cling mac bénh A.

2/ Néu ngudi dugc kham khong mac bénh B tim x4c suat dé ngudi d6 khéng mic
bénh A.
Goi : A 12 sy kién nguoi chon di kham mic bénh A

B 1a sy kién nguoi chon di kham mic bénh B
Tacd A va A 1a mot hé ddy du, P(A) = 0,6; P(A ) =0,4

Vi vay tacd: B=BA +BA

Xac suét can tinh & phan 1 1a P(A/B) = P(APB/A)
P(B)
X4c suét can tinh & phﬁn 21a P(K/E) = %

Taco:  P(B/A)=0,5; P(B/A)=0,3.
Suyra:  P(B)=P(A)P(B/A) + P(A)P(B/A)
=0,6.0,5+0,4.0,7=0,58 = P(B) = 0,42
Vay: P(aB) = 23015 p gy 0403 _2
0,58 29 042 7

Vidu7.3: Dé gay dot biéI} cho mot tinh trang nguoi ta tim cach tac dong 1én hai gen
A, B bang phong xa. Xac suat dot bién cua tinh trang do gen A 1a 0,4; do gen B 1a 0,5 va
do cd hai gen 1a 0,9.

1/ Tinh xac suét dé co dot bién ¢ tinh trang do biét rang phong xa cé thé tic dong
Ién gen A v&i xéac suat 0,7 va 1€n gen B véi xéc suat 0,6.
2/ Tinh trang c6 d4u hiéu dot bién. Xac dinh vai trd dong gop cia timg gen
Goi: Cla sukién co dot bién & tinh trang dang xét
A 1a sy kién phong xa tac dung 1én gen A
B 1a sy kién phong xa tac dung 1én gen B
C, 1a su kién phong xa chi tac dong 1€n gen A
C; 1a su kién phong xa chi tac dung 1én gen B
C; la su kién phong xa tac dung 1én ca 2 gen
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C4 1a su kién phong xa khong tdc dung Ién gen nao
Khi d6 hé C;, Cy, C3, C4 1a mot hé day du
Ci=AB,Cy= AB,Cy=AB, C,= A B. Mit khac A, B 1a doc 1ap nén
P(C)) = P(A)P(B) = 0,28, P(C,) = P(A )P(B) = 0,18
P(C3) = P(A)P(B) = 0,42; P(C4) = P(A)P(B) = 0,12
Mat khac P(C/C,) = 0,4; P(C/C,) =0,5; P(C/C3) = 0,9 va P(C/C4) =0
Theo cong thirc x4c sut toan phan ta co
P(C) =0,28.0,4 +0,18.0,5 +0,42.0,9 +0,12.0 = 0,58
Vai tro dong gdp cua riéng gen A cho sy dot bién 1a
P(C)HP(C/C)) 112
P(C) 580
Vai tro dong gdp cua riéng gen B cho su dot bién 1a
P(C,)P(C/C,) 90
P(C) 580
Vai tro dong gop ciia ca hai gen cho sy dot bién 1a
P(C,)P(C/Cy) 378
P(C) 580

P(C,/C) = ~0,1931

= (0,1552

P(C,/C) =

P(C,/C)= =0,6517
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Bai tdap chwong 11
1.Tung ddng thoi 3 dong tién. Tinh xac suat dé ca 3 dong tién cung xuét hién mat séap.

2. Mot t6 hoc sinh ¢6 4 nam, 4 nit. Chon ngéu nhién 3 hoc sinh.
a.Tinh xac suat dé trong 3 ngudi dugc chon ¢d 2 nam, 1 nit.
b. Tinh xéc suat dé trong 3 ngudi dugc chon déu 1a nit.

3. C6 6 tam thé danh s6 tir 1 dén 6. Rut 1an Iuot 3 tAm roi dat tir trai qua phai
a.Tinh xac suat dé s6 lap duogc la s6 chéan

b. Tinh x4c sut dé sb 1ap duoc chia hét cho 3

c. Tinh x4c suat dé sb 1ap dugc chia hét cho 5

4. C6 n nguoi Xép theo mdt hang doc (n >5)
a.Tinh xac suat dé 2 ngudi A, B dung lién nhau
b.Tinh xac suat dé 2 ngudi A, B ding cch nhau ding 3 ngudi

5. Mot hoc sinh c6 5 quyén sach Toan, 3 quyén sach Vin va 2 quyén sach Ngoai ngit.
Hoc sinh nay xep ngau nhién cac quyén sach ndy trén mot ngin cia gia sach.

a. Tinh xé4c suat dé 5 quyén sach Toan dung lién nhau
b. Tinh xéc suat dé khong co 2 quyén sach Toan nao xép lién nhau

6. Chon ngau nhién 10 hoc sinh, tinh x4c suat dé khong c6 2 hoc sinh nio c6 cung sinh
nhat.

7. Cho mdt 16 hang ¢ n san pham trong d6 ¢6 m phé pham. Lay ngéu nhién k san pham
(k <n, k <m). Tinh x4c sut dé trong k san pham 14y ra c6 1 phé pham (I < k).

8*. Mot doan tau vao ga gom c0 4 toa, trén san ga co 8 hanh khach doi 1€n tau. Cac hanh
khach nay co6 1én mot trong bdn toa trén mot cach ngau nhién

a. Tinh x4c suat dé mdi toa c6 ding 2 hanh khach méi 1én

b. Tinh xé4c suat dé mdi toa c6 diing 4 hanh khach méi 1én

c. Tinh x4c suat dé mot toa c6 ding 5 hanh khach méi 1én 3 toa con lai mdi toa ¢6 1 hanh
khach 1én.

9. Tai mot trai lon gidng c6 4 con lon nai thudc céc lodi A, B, C, D cho phdi giéng véi 4
lon duc cling thudc 4 loai trén mot cach ngau nhién .

a. Tinh xé4c suit dé cac cap lon cung loai phdi giéng véi nhau

b. Tinh xéc suat dé khong c6 cip nao cung loai phdi gidng v6i nhau
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10. Trong 10 hat dau gidng co 4 hat dau hoa vang thuan chung, 3 hat dau hoa vang khong
thuan chung va 3 hat dau hoa trang. Chon ngau nhién 3 hat dau

a. Tinh x4c suat dé 3 hat dau duoc chon gém 3 loai khac nhau

b. Tinh x4c suat dé 3 hat dau dugc chon 1a dau cho hoa mau vang

c. Tinh x4c suit dé 3 hat dau duoc chon c6 it nhit mot hat cho hoa mau tréng

11. M6t doan théng 6 chiéu dai 21 duogc bé ngéu nhién thanh 3 doan. Tinh xé4c suét dé 3
doan nay 1ap thanh mdgt tam giac.

12. Do thiéu kinh nghiém mét nhan vién thu tinh nhan tao cho bo chi chuan doan duoc
bo s& rung tring trong khoang Oh sang dén 24h cung ngay. Biét ring trimg va tinh tring
c6 thé song trong tir cung khong qua t gio (t < 12).

a. Ky thuat vién tién hanh thu tinh nhan tao vao lac 12h. Tinh x4c suit dé viéc thu tinh
thanh cong.

b. K7 thuat vién tién hanh viéc thu tinh nhan tao mot cach ngéu nhién trong quang thoi
gian tir 10h dén 14h. Tinh xac suat d€ vi¢c thu tinh thanh cong.

13. Lai ga 16ng mau ndu v6i ga 16ng mau tring ga con & thé hé F; ¢ 16ng mau niu, mau
X4m va mau tring theo ti1&: 1 : 2 : 1. Chon ngau nhién 5 qua trimg & thé hé F, dem ap
va ca 5 qua tring déu né. Tinh xac suat dé:

a. Co dung 3 ga con ¢4 16ng mau nau.

b. C6 2 ga con c6 16ng mau nau va 3 ga con c¢6 16ng mau xam.

c. Co 1 ga con c6 16ng mau ndu, 2 ga con ¢6 16ng mau xdm, 2 ga con c6 16ng mau tring.

14. Biét ti 1 ngudi 6 nhom mau O, A, B va AB trong cong dong tuong tng la:

34%, 37%, 21%, 8%. Nguodi c6 nhom mau O, A, B chi co thé nhan mau cua nguoi cfmg
nhom v6i minh hodc nhén tir nguoi ¢ nhom mau O, con nguoi c6 nhom mau AB o6 the
nhan mau tir bat cir mot nguoi c6 nhom mau nao. C6 mot ngudi can tiép mau va mot
nguoi cho mau. Viée truyén mau da dugc thyc hién.

a. Tinh xéc suat dé nguoi nhan mau c6 nhém mau A
b. Tinh xéc suat dé nguoi nhan méau c6 nhom mau B

15. Mot cong ty c6 hai phong chtic nang. Phong A gdm 3 nhén vién nam, 2 nhan vién ni.
Phong B gom 3 nhan vién nam, 3 nhan vién nir. D€ kiém tra nang lyc lam viéc cua moi
phong, giam dbc cong ty quyét dinh chon mdi phong 2 nhan vién dé kiém tra chuyén
mon. Biét rang mdi nhan vién & phong A ¢6 thé vugt qua ky kiém tra v6i x4c suat 0,8 ddi
v6i nam va 0,7 d6i v6i nit. Mdi nhan vién phong B ¢c6 thé vuot qua ky kiém tra véi xac
suat 0,7 doi voi nam va 0,8 doi voi ntr.

a. Tinh x4c suat dé 4 nhan vién dugc chon déu 1a nam.

b. Tinh x4c suat dé 4 nhan vién duge chon déu qua ki kiém tra
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c. Kha nang vuot qua ki kiém tra cua phong nao cao hon?

16. M6t nhom bénh nhan gdm 6 nguoi trong d6 ¢ 4 ngudi mac bénh A va 5 ngudi méc
bénh B.

a. Tim s bénh nhan méc cé hai loai bénh

b. Chon ngau nhién 2 trong s6 6 bénh nhan noéi trén. Tinh xac suat dé 2 nguoi d6 mac ca
hai loai bénh.

c. Nguoi ta dinh sir dung mot loai biét duoc X dé diéu tri cho nhom bénh nhén trén. Xac
suat d¢ mot bénh nhan chi mac mot loai bénh khi stir dung biét dugc X khoéi bénh 1a 0,8.
Xac suat d¢ mot bénh nhan mac ca hai loai bénh khi str dung biét dugc X khoi bénh 1a
0,6. Chon ngau nhién hai bénh nhan trong 6 bénh nhan noéi trén roi cho dung biét duge X.
Tinh xac suat dé ca hai bénh nhan khoi bénh.

17. Ba phong thi nghiém dugc giao nhiém vy tao gidng lia méi. Ba phong lam viéc doc
1ap, xé&c suat thanh cong tuong ung 1a 0,4; 0,3; 0,2.

a. Tinh xéc suat dé c6 diing mot phong thanh cong.

b. Tinh x4c suat dé co it nhat mot phong thanh cong.

c. Trong mdt nam néu phong nao thanh céng trong viée tao ra giéng laa méi thi dugc coi
la hoan thanh nhiém vu. Néu that bai dugc lam thém mot 1an nita va néu lan nay thanh
cong thi cling dugc coi 1a hoan thanh nhiém vu. Tinh xac suat dé c4 ba phong cung hoan
thanh nhiém vu.

18. Mot mang cung cap dién nhu hinh vé

® 5

E— ®) )
@) G
©

Hinh 3

Dién duoc cung cip tir E tdi khu tiéu dung F qua nam tram bién 4p A, B, C, D, G. Cac
tram bién 4p nay lam viéc doc 1ap, xac suat dé mdi tram bién ap A, B, C c6 sy ¢ ki thuat
sau mot thoi gian hoat dong 1a 0,1. Xac sudt trén véi hai tram D, G 12 0,05.

a. Tinh xac suat d¢ F mat dién.
b. Biét F bi mat dién.Tinh xac suat dé ca 2 tram D, G ¢o su cO.

19. Cho A, B la hai su kién c6 P(A) = 0,45; P(B) = 0,30; P(AUB) = 0.60. Hay tinh cac

Xac suat sau:

a. P(AB) ; b. P(B/A) :c.P(AB) : d.P(A/B)

20. Cho P(A) = 3/14; P(B) = 1/6; P(C) = 1/3; P(AC) = 1/7; P(B/C) = 5/21.
Tinh: a. P(A/C) ; b. P(C/A) ; c.P(BC) ; d.P(C/B)
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21. Néu mot con bdo xuét hién & bd bién Philippin thi con bio d6 s& do bo vao Viét Nam
v6i ti 1€ p;. Kinh nghiém cho biét xac suat dé mot con bao xuat hién ¢ vung bién nay
trong thang Tam la p,.

a. Tinh xac suat dé mot con bdo s& xuét hién & bd bién Philippin va s& d6 bo vao Viét
Nam trong thang Tdm nam nay.

b. Néu con bio hinh thanh ¢ vung bién Philippin ma dugc lam nhe di bang ki thuat phun
hoa chét khi bio qua vung bién Truong sa thi kha ning n6 do bd vao Viét Nam s€ giam
di 1/4. Tinh x4c suét & phan a trong truong hop nay. Biét rang céc con bdo xuit hién &
viing bién Philippin khi d6 bd vao dat lién ludn di qua quan dao Truong sa.

22. M6t nha phan tich thi truong chimg khoan xem xét trién vong cua cac chimg khodn
cta nhiéu cong ty dang phat hanh. Mot ndm sau 25% so6 chirng khoan to ra tot hon nhiéu
so vOi trung binh cua thi truong, 25% s6 ching khoan té ra xau hon nhiéu so véi trung
binh cua thi truong va 50% bang trung binh cua thi truong. Trong s6 nhitng chirng khoan
trd nén tot c6 40% dugc nha phan tich danh gia 1a mua tot, 20% so chung khoan 1a trung
binh ciing dugc danh gia 1a mua tot va 10% so6 chirg khoan tré nén xau cling dugc danh
gia 1a mua tot.

a. Tinh xéac suit ¢ mot chimg khoan dugc danh gia 1a mua tot s& tré thanh tot.

b. Tinh xéc suat d& mot chirng khoan dugc dénh gia 1a mua tdt s trg thanh xau.

23. Mot dai Iy tai Ha Noi kinh doanh d6 udng do ba cong ty A, B, C san xuit theo ti 18
2:3:5. Ty 1é d6 ubng co ga turong ung & ba cong ty trén 1a 70%, 60% va 50%.

a. Chon ngﬁq nhién mot ki¢n hang tai kho cua dai ly. Tinh xéc suat dé kién do uéng duoc
chon 1a d6 udng co ga.

b. Biét kién hang dugc chon 1a d6 udng co ga. Tinh xéac suat dé kién hang d6 do cong ty
A san xuat.

24. Trong mot kho s6 lwong rugu loai A va loai B 12 nhu nhau. Ngudi ta chon ngiu nhién
tir trong kho ra mot chai rugu va dua cho 5 ngudi sanh rugu ném thir dé xem day la loai
ruou nao. Gia st xac suat doan dung ciia mdi ngudi 13 0,7. C6 3 ngudi két ludn 13 ruou
loai A, 2 nguoi két luan 1a ruou loai B. Tinh x4c sudt dé chai ruou trén 12 ruou loai A.

25. Mot trung tim phén phdi gidng cdy trong nhan ciy gidng tir 3 co s& khac nhau theo ti
16:2: 3 : 5. Ty 1é ciy gidng xau tuong tng 1a 5%, 3% va 2%.

a. Chon ngau nhién mot cdy gidng cua trung tm. Tinh xéac suat dé cay gidng dugc chon
1a cay xAu.

b. Biét cay giéng dugc chon 14 ciy gidng xau. Kha ning cy giéng do6 thudc co sé nao 1a
cao nhat? Tai sao?

26. Cho lai ga 1ong xam thuan chung (tinh trang troi) voi ga 16ng trang thuan chung (tinh
trang 1an) & thé hé F; tit ca ga con déu c6 16ng mau xam , & thé hé F, ga c6 1ong mau
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Xam va mau trang theo tile3: 1. Biét ti 1& ga 16ng xam thuan chung , ga 16ng xdam khong
thuén chung, ga 16ng trang thuan ching trong mot dan ga la 1 : 2 : 1. Mot qua trimg ga
cua mot ga me 16ng xam khong thuan chung sap né ra mét chu ga con.

a. Tinh xé4c suit dé ga con nd ra c6 16ng mau tring.

b. Biét ga con nd ra c6 16ng mau xam. Tinh x4c suit dé ga bd c6 16ng mau trang.

27. Ti 18 nguoi 6 ki sinh tring sbt rét trong mau ctia mdi ngudi dan vang cao 13 0,2.

a. Chon ngau nhién 4 nguoi. Tinh xac suat dé trong 4 ngudi duoc chon ¢ 3 ngudi trong
mau co ki sinh trung sot rét.

b. LAy méu ctia 100 ngudi dem thir. Tinh xéc sudt dé ¢6 it nhat mot ngudi ¢6 ki sinh
trung sot rét trong mau.

28. C6 hai t6 hoc sinh. T6 tht nhat c6 4 nam 5 ni, t6 tha hai ¢6 5 nam 6 nit. Chon ngau
nhién ra mdi t6 3 hoc sinh roi ghép mdi hoc sinh t6 nay véi mdi hoc sinh ctia t6 kia lam
mot nhom hoc tap

a.Tinh xac suét dé cac nhém hoc tip déu cling gioi.

b.Tinh xéc suat dé cac nhom hoc tap déu khac gidi

29. Nhan ngay quéc té phu nif, sinh vién A vao cira hang hoa tai cong truong mua ngiu
nhién 3 bong hoa dé ting cho 3 ban nit mdi ngudi 1 bong. Sinh vién B ciing vao ctra
hang hoa nay va ciing mua ngau nhién 3 bong hoa dé ting cho 3 ban nit néi trén mdi
nguoi 1 bong. Cira hang hoa chi ban 3 loai hoa 1a hong bach, hong vang va hong nhung.
a. Tinh xé4c suat ¢ mdi ban nir duogc ting 2 bong hoa cting mau.

b. Tinh xéc suat dé mdi ban nit duoc ting 2 bong hoa gdm 2 mau khac nhau.

30. Mot hop dau giéng gém 2 hat dau tréng va 3 hat dau dé. Mot hop khac gém 3 hat dau
trang va 2 hat dau do. Ti 1 nay mam 13 0,8 dbi vi mdi hat dau tring, 13 0,7 dbi voi mdi
hat dau d6. Lay ngau nhién tir mdi hop ra 2 hat dem gieo.

a. Tinh xé4c suat dé ca 4 hat déu nay mam.

b. Biét 4 hat dem gieo déu nay mam. Tinh xac suat dé 4 hat nay déu 1a dau do.

31. Lai hai giong hoa mau hong va mau d6 thuan chiing, cac cdy con F; ¢6 thé cho hoa
mau hong, mau dé hodc mau canh sen véi ti 18 1: 1: 2. Chon ngau nhién 5 hat hoa F; dem
gieo. Tinh xéc suat dé:

a. Co dung 3 cay cho hoa mau doé.

b. C6 2 cdy hoa mau do6, 3 cdy mau hong.

c. C6 1 cdy mau do, 1 cAy mau hong va 3 cdy mau canh sen.

32. Dudi tac dong ciia phong xa cac nhiém sic thé ciia mot té bao bi gdy lam hai manh
trong do chi c6 mot manh chira tim dong. Cac manh gdy theo thoi gian s tu ghep lai voi
nhau mot cach ngiu nhién va té bao s& song sot néu mdi cap manh ghép voi nhau chi
chtra mot tam dong. Tim xac suat dé té bao sdng sot, biét rang t& bao d6 c6 n nhidém sic
the bi gay.
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33. (Bai toan Buffon) Trén mit phang c6 mot dai cac dudng thang song song cach déu
nhau mot khodng 2a. Gieo ngau nhién mot céi kim c6 chi¢u dai 21 (1 < a). Tinh x4c suat
dé cai kim cat mgt trong nhirng duong thang trén.

34. Hai tau thuy cip vao mot cang dé tra hang mot cach doc 1ap trong vong 24h. Biét
rang thoi gia boc d& hang cua tau thur nhat 1a 2h, cua tau thir hai 1a 3h Tinh x4c suat dé
mot trong hai tau trén phai cho dé cap bén.

35. Co6 n vién bi bo ngau nhién vao m céi hop (n > m).

a. Tinh xéc suat dé c6 ding 1 hop khong chira vién bi nio.
b. Tinh xéc suat dé c6 1 hop chtra ca n vién bi.

c. Tinh xéc suat && mdi hop co it nhét 1 vién bi.

36. (Bai toan Banach) Mot nha toan hoc ¢6 2 bao diém, mdi bao cé n que. @ng ta dé mdi
bén tui 1 bao. Khi str dung nha bac hoc rit ngau nhién 1 bao roi rit ra 1 que dé dung.
Tim xéc suat dé khi ong phat hién 1 bao da hét diém thi bao kia con k que.

37. C6 k thung hat giéng gém k loai khic nhau dugc giri dén mot trung tim bao quan
gidng. Trung tdm nay c6 k phong dugc danh sO tr 1 dén k mdi phong bao quan mot loai
hat gidng. Do ngudi phu trach ki thuat cua trung tam vang mit, nhan vién bao vé danh
xép tam moi thung hat gidng vao mot phong.

a. Tinh xéc suat dé khong thung nao dé dang vi tri.

b. Tinh xéc suat dé cac thung déu dé dang vi tri.

38", Trén mot toa tau ¢6 30 hanh khach. Dén ga tiép theo mbi hanh khach co thé xuong
tau voi xac suat 0,3. Tai ga nay moi hanh khach méi co thé 1én toa tau trén Vi x4c suat
0,5. Tinh xéc suat dé khi ra khoi ga toa tau van con du 30 hanh khach.

39. Mot ctra hang ban mot loai san pham trong d6 30% do nha may A san xuét, 40% do
nha may B san xuét, 30% do nha may C san xuat.

Ty 1& san pham loai mot ctia ba nha may trén lan luot la: 0,9 ;0,8 , 0,9.

a. Mua ngau nhién mot san pham tai cira hang. Tim xéc suat dé san phim mua dugc 1a
loai mot.

b. Biét san pham mua duocla loai mot. Tinh xac suat dé san pham d6 do nha may A sin
suat.

40. Tai mot ving dan cu, ty 16 nguoi nghién hat thude 1a 13 0,2. Biét rang ty 1¢ viém hong
trong sO nguoi nghi¢n thuoc 14 1a 0,7 va voi nguoi khong nghién 1a 0,2. Kham ngau
nhién 1 nguoi thi thay ngudi do bi viém hong. Tinh xac suat dé nguoi d6 nghién thuoc 4.

41. C6 8 nguoi rat tham dé chon cac cin ho trong mot chung cu tir tang 8 dén tang 15,
mdi tang ¢6 8 cin ho.

a. Tinh x4c sudt dé dé ca 8 nguoi trén déu nhan duoc cdc can ho trong cing mot tang.
b. Tinh xé4c suét dé 8 nguoi trén nhan dugc 8 can ho trén 8 téng khac nhau.
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Chwong 3 Bién ngéu nhién

Dinh nghia chinh x4c mang tinh toan hoc thuan tuy vé bién ngiu nhién vuot khéi yéu cau
cua gido trinh. Dinh nghia duoc trinh bay ¢ ddy mang tinh md ta, tuy nhién no6 clng giup
cho nguoi hoc hiéu duge thé ndo 14 bién ngau nhién, b1en ngiu nhién roi rac, bién nhién
lién tuc. Cac khéi niém khac nhu bang phan phdi xac suat ham phan phdi ciing nhu ham
mat do xac suat déu dugce trinh bay véi nhimng kién thirc don gian nhat. Cac s6 dic trung
quan trong nhat ctia bién ngiu nhién nhu ki vong, phuong sai, 46 1éch chuan dugc trinh
bay ki hon cac s dic trung khac.Cac bién ngiu nhién roi rac va lién tuc thuong gap
trong thuc té ciing nhu cac sb dic trung cia chung duoc gidi thiéu kha ki. Khai niém
veécto ngéu nhién dugc gdi thiéu mot cach so luge. Cac vi du lién quan toi cac kién thirc
ly thuyét ciing nhu cac g dung thyc te gitp nguoi hoc hleu va c6 himg thu hon ddi véi
mon hoc. Luat s6 16n, mot s6 dinh 1i vé luat s6 16n va mot sé dinh 1y gidi han duge gidi
thiéu so lugc trong chuong nay.

I Bién ngdu nhién

Khi tién hanh mot phép thir ngau nhién, cac két qua cta phép thir thuong 1a cac dic tinh
dinh tinh. Tuy nhién trong nhiéu phép thir mdi mot két qua cua phép thir thuong duoc gan
tuong tng véi mot gia tri dinh lugng nao d6. Chang han khi choi cac tro choi an tién mdi
Kkét qua cua mot lan choi duge gan tuong Ung vo1 mot sO tién ( dic tinh dinh lugng) ma
nguoi choi dugc hay mat hodc khi nhim ban mot phat dan vao bia, moi két qua cua vi¢c
ban tuong trng voi diém s ( dac tinh dinh lugng) ma xa thu dat dugc.

1.Dinh nghia:

Bién ngﬁu nhién (thuc) 1a bién nhan gia tri la cac s6 thuc phu thudc vao két qua cua phép
thtr ngau nhién .

Ta thuong dung cac chir cai hoa X, Y, Z... dé chi cac bién ngflu nhién va cac chtr cai
thuong x, y, z...hodc X; , yj.... . d€ chi cac gia tri cy thé ma bién ngau nhién do nhan.

2. Cac vidu:
Vidy 1: Tung dong thoi hai con xuc xdc. Goi X 1a tong s qhém ¢ hai mat trén, X la
mot bién ngau nhién va c¢6 th¢ nhan mot trong cac gia tri tur 2 dén 12
_ Vi dy 2: Mot ngudi nhdm ban vao bia cho toi khi tring bia thi ngimg. Goi Y 1a s6 dan
can dung. Y 1a mot bién ngau nhién nhan céc gia tri:
1,2,...,n
Vi du 3: Thap sang lién tuc mot bong deén dién cho t6i khi déy toc cua bong dén bi
chay. Goi Z la thoi gian bong deén sang. Z 1a mot bién ngau nhién
Qua ba vi du trén ta thay c6 hai loai bién ngau nhién:
Loai thtr nhat 1a loai bién ngau nhién chi nhan maot s6 hitu han hay vo han dém duoc cac
gia tri.
*M(f)g tap dugc goi 1a vo han dém duoc néu ton tai mot phép tuong Gng mot - mat tdi tap
cac soO ty nhién N.
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Loai thtr hai 1a loai bién ngau nhién ma né c6 thé nhan cac gia tri trong mdt khodng hodc
mot sO khodng thuc nao do. Loai bién ngau nhién thir nhat goi 1a bién ngau nhién roi rac.
Loai bién ngau nhién thtr hai goi la bién ngau nhién lién tuc.

Viéc dwa ra mot dinh nghia thuan tuy toan hoc vé bién ngau nhién khong duoc trinh bay
¢ day. Nguoi doc mudn biét ¢d thé tham khao ¢ cac tai li€u dan ra ¢ cudi gido trinh nay.

3. Bang phan phdi xac suit ciia mot bién ngiu nhién roi rac.

3.1. Dinh nghia: Bang phan phéi xac sudt ciia mot bién ngu nhién roi rac X 1a mot bang
gom hai dong

Dong trén ghi cac gia tri ¢6 thé ¢ ctia bién ngiu nhién X, dong dudi ghi cac xac suét
tuong tng. Néu X nhan 1 s6 hiru han cac gia tri thi bang phan phdi xac suat cia X 1a:

X x| X ... Xi ... Xp
P p1 p2 - Pi - Pn
Néu X nhén 1 s6 v6 han dém céc gia tri thi bang phan phdi x4c suét ctia X 1a
X X1 X7 ... Xi ... Xn ...
P pi p2 .. Pi -+  Pn -

= P(X= x;) 12 x4c suit dé X nhan gia trj 13 x;.

n
Do X nhan va chi nhan mdt trong cac gia tri x; nén ta co Zpi = 1 d6i véi bang thir nhat
i=l1

va )_p; = 1 dbi v6i bang tht hai.

i=1
3.2. Cac vi du

Vi dy 1: Mot ngudi choi tro choi @n tién bang cach tung dong thoi 2 dong tién can ddi
va dong chat. Néu ca hai xuat hién mat sap anh ta dugc 100 dong, n€u cd hai xuat hi¢n
mat ngtra anh ta mat 40 dong con xuat hién mot sap mdt ngtra anh ta mat 30 dong. Goi X
la sO tién anh ta nhan dugc sau mot van choi. Lap bang phan phoi xac suat cua X
Nhan thay X c6 thé nhan céc gia tri - 40, - 30, 100 twong (mg véi viéc mat 40 dong , mat
30 dong va dugc 100 dong.

Taco P(X =-40) = l P(X=—30):l, P(X=100)=l
4 2 4
Vay bang phan phdi x4c suit cta X 1a
X -40 -30 100
p 1 1 1
4 2 4

Vi du2 : Mot phong thi nghiém duoc cip ba triéu dong dé tién hanh thi nghiém tim
mot ching vi rit trong gia cam. Mot lan thi nghiém chi phi mt triéu dong. Néu phat hién
ra chung vi rat nay thi ngimg thi nghiém. Néu khong phat hién ra thi 1am thi nghiém cho
t6i khi phat hién ra ching vi rat trén hodc hét kinh phi thi dimg. Goi Y 1a s6 tién ma
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phong thi nghiém trén tiét kiém dugc. Lap bang phén phdi xac Nsueflt ctia Y biét cac thi

nghiém la ddc 1ap véi nhau va xac suat dé tim ra chung vi rat & moi lan thi nghiém 1a 0,3.

Ta thay Y c6 thé nhan mot trong ba gia tri 0, 1, 2. Vi xé4c suat twong (mg
P(Y=0)=0,77=049;P(Y=1)=0,7.03=021;P(Y=2)=0,3.

Vay bang phan phdi x4c suit cua Y 1a

Y 0 1 2

P 0,49 0,21 0,3

_ Vi dy 3: Mot nguoi nhdm ban vao mot myc tiéu cho t6i khi tring dich thi dimg. Céc
lan ban ddc lap, xac suat trung dich ctia moi lan ban 1a p
(0 <p < 1). Goi Z 1a s6 dan phai dung. Lap bang phan phdi xac suit cta Z
Nhan théy 7 c6 thé nhan cac gia tri 1, 2, ..., n,...
P(Z=n)=q""'p(q=1-p). Vay bang phan phdi x4c suit cua Z 1a
Z 1 2 .. i .. n

P |p a 4q'p qp

4. Ham phan phoi xac suit
4.1. Dinh nghia: Ham phan phéi x4c sudt cua bién ngau nhién X 1a ham s6 F(x) hodc
Fx(x) cho boi F(x) = P( X<x) véi moi x € R
Tu dinh nghia ta thdy moi bién ngau nhién déu c6 ham phan phdi xac suat. Néu X 1a mot
bién ngau nhién roi rac thi
F(x) = P(X = X)) + ... +P(X = x.1) v0i xi.1 <x < x; va F(x) =0 néu x < x;
4.2. Cac vi du
Vi dy 1: Bién ngau nhién X c6 bang phan phdi xac suit

X 0 1 2
P 0,3 0,4 0,3
1/ Lap ham phan phdi x4c suat ctia X
2/ V& d6 thi cua F(x)
0 khix<O0

03 khi0<x<l1
0,7 khil<x<2
1 khix>?2

Taco F(x)=
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Db thi cia F(x)

* F(x)
T —
07+ o
0,3+
0o 1 2 X
Hinh 1

Vi du 2: Dé thir strc chiu nén ciia mot loai vat liéu ngudi ta tién hanh theo ba mic sau:
Mirc 1: Tién hanh thir véi ap luc 200kG /cm® . Néu vat lidu chiu duoc ap lyc nay thi
chuyén sang murc hai
Mic 2: Tién hanh thir v6i ap luc 230kG/cm®. Néu vét liéu chiu dugc ap lyc nay thi
chuyén sang muc ba
Miic 3: Tién hanh thir v6i ap luc 250 kG / cm?

Biét cac lan thu doc lap v6i nhau va xac sudt dé loai vat liéu chiu dugc cac muc thir trén
tuong Ung 12‘1,0,90; 0,@0; 0,40. Goi X 1a s0 lan thu. Y 1a s0 lan thtr thanh cong. Hay tim
ham phan phoi x4c suat cia X vacua Y
Ta thy: X c6 thé nhan céc gia tri 1, 2, 3
Y c6 thé nhan céac gia tri 0, 1,2, 3.
P(X=1)=0,1;P(X=2)=0,9.0,4=0,36; P(X=3)=0,9.0,6 =0,54
Vay ham phén phdi xac suit ciia X 1a

0 khix<l
0,1 khil<x<2
0,46 khi2<x<3
1 khi x >3
P(Y=0)=0,1; P(Y=1)=0,9.0,4=0,36; P(Y =2)=0,9.0,6.0,6 = 0,324
P(Y =3)=0,9.0,6.0,4 =0,216

Fy(x) =
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0 khi  x<0
0]  khi 0<x<l
F,(x)=10,46  khi 1<x<?2
0,784 khi 2<x<3
1 khi  x>3

5. Cac tinh chit ctia ham phéan phéi: Him phan phdi F(x) ctia bién ngau nhién X cé cac
tinh chat sau

Tinh chdt 5.1: 0<F(x)<1
Tinh chat nay suy ra tir dinh nghia ctia ham phan phdi x4c suét .

Tinh chdt 5.1:  lim F(x)=0 ; limF(x)=1
Viéc chting minh tinh chit nay vuot ra khoi kién thirc ciia gido trinh nay. Tuy nhién néu
dat

lim F(x)=F(—) ; lim F(x)=F(c0)

thi ta co thé hiéu khi x = —o sy kién X < x trd thanh sy kién khong thé c6 con khi
X — +oo sy kién X < x tr¢ thanh sy kién tat yéu. Tur d6 suy ra két qua cua tinh chat 2

Tinh chdt 5.3:  Ham phén phéi xac suat F(x) 1a ham khong giam
That vay: V xi, X € R, X; < X»

Xét F(x2) = P(X <x) = P[(X <x))U[x, £ X < X,]]
=P (X <x))+P[x, <X <x,]]I=Fx)+P[x, <X<Xx,]2F(x,)
Tinh chdt 5.4: P(a<X<b)=F(b) - F(a)
Thay b va x,, a vao x; trong chitng minh tinh chit 3 ta co
F(b) =F(a) + P(a<X <b)= P(a<X<b) =F(b) - F(a)

Tinh chdt 5.5: Ham phan phdi x4c suét 1a ham lién tuc trai. Ta cong nhan tinh chat nay
Nguoi ta cing da chung minh dugc rang néu mot ham thyc F(x) thoa mén cac tinh chét 2,
tinh chat 3 va tinh chat 5 thi n6 ciing 1a ham phéan phdi xac suat cua mét bién ngau nhién
X nao do.

Tir céc tinh chat trén ta nhdn thiy khi biét ham phan phdi xéc suét cta bién ngau nhién X
thi ta c6 the tinh xé&c suat dé X nhan gia tri trong mdt khoang bat ki. Vi vay biét ham phan
phoi xac suat cua X cling la biét dugc qui luat xac suat cua X.

0 khi x<0
F(x)=l1-cosx khi 0<x<X
Vi du: Cho 2
1 khi x>~
2
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1/ Chirng minh rang F(x) 1a ham phan phéi x4c suat cua bién ngau nhién X nao dé
2/ Goi X 1a bién ngau nhién c6 ham phén phdi F(x).

Tinh: P(OSX<§)

Taco: lim F(x)=0 ; limF(x)=1
Vay ham F(x) thoa mén tinh chat 2. D& thay F(x) lién tuc v&i moi x € R, vdy F(x) thoa
man tinh chat 5

V x £0, F(x) = 0 = F(x) khong gidm
VX € [0,%], F(x) = 1 - cosx la ham ting. Véi ¥ x >%, F(x) = 1 ciing khong

giam.Tur nhiing ket qua néu trén ta thdy F(x) khong giam trén R. Theo cac yéu cau dé mot
ham s véi bién s thyc tro thanh ham phan phdi x4c suat ciia mot bién ngau nhién nao
d6, ham F(x) thoa man cac yéu cau ndy. VAy no 13 ham phan phdi xac suit ctia mot bién
ngeflu nhién.Goi X 1a bién ngiu nhién c6 ham phan phdi xac suat F(x) néu trén, theo tinh
chat 4 ta co:

V2 2-42

T /4
P(0<Sx<=)=F(Z)-F0)=1- X2-0=
(0 X<4) (4) 0) 5 0 3

6. Him mit dd xac suit
Pinh nghia: Néu ham phéan phdi F(x) cta bién ngau nhién X c6 dao ham V xe R thi
F'(x) =f(x) duoc goi la ham mat do xac suét cuia bién ngau nhién X

Khi d6 bién ngau nhién X goi 1a bién ngiu nhién lién tuc tuyét doi.

Tir dinh nghia trén ta thay néu X 13 bién ngiu nhién roi rac thi ham phan phdi xac suat
cua X la ham gian doan nén F(x) khong kha vi ( khong c6 dao ham) tai nhiing diém gian
doan. Vi vay bién ngiu nhién roi rac khong c6 ham mat do xac suat.

7. Céc tinh chit

Tinh chdt 7.1: Ham mat d§ xac suat cua bién ngau nhién X 1a mot ham khong 4m

That vay vi F(x) 1a ham khong giam nén f(x)=F(x)>0

Tinh chdt 7.2: Ham phan phéi xdc sudt F(x)= [f(t)dt & d6 f(x) la ham mat o xdc suét

cua X A f(t)
That vay do F(x) 1a mgt nguyén ham cua f(x) nén:

[£(0de=F["_ =F(x)=F(=e) =F(x)
Tinh chat trén duge minh hoa béi hinh sau: / 7
0 ® t
Hinh 2
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b
Tinh chdt 7.3: Pa<X <a)= j f(x)dx
That vay do F(x) 1a mgt nguyén ham cua f(x) nén
b
jf(x)dx = F(x)| = F(b)~ F(a)= Pa< X <b)

Tinh chat 7.4: Néu X c6 ham mat do f(x) thiP(X=a)=0V x eR
ViP(X =a) =limP(a <X <b)=Ilim[F(b)-F(a)=0
b—a* b—a*
Do F(x) kha vi nén F(x) lién tuc
Tu hai tinh chét trén ta c6 hé qua sau: Néu bién ngau nhién X c6 ham mat do xac sudt

f(x) thi

b
Pla<x X <b]=Pla<X <b]=Plax X <b]=P[a< X <Db] = jf(x)dx
Tinh chat 7.5: J.f(x)dx =1 Vi

f f(x)dx =F(x)|" =F(+o0) - F(—0) =1

Tir tinh chat nay ta thdy dién tich cta hinh gidi han boi ham mat do xac suét cia va truc
Ox bang 1.

Ngudi ta cling di ching minh dugc rang néu mot ham thuc f(x) khéng am va

400
j f(x)dx =1 thi n6 ciing 1a ham mat do xac suat ciia mot bién ngau nhién X nao dé

—o0

8. Cac vi du:
) 0 néu x¢ [0,7]
Vidu Il: Cho f(x)= ) )
Asinx néuxe[0,7]
1/ Tim A dé f(x) 1a ham mat do xéac suét
2/ Tim ham phan phdi x4c suat twong tng
Dé f(x) tré thanh ham méat do xéac suét thi f(x) =0 va j f(x)dx =1.

Tu f(x) 20 suyra A >0.

Xét [f(x)dx=1 (:)jAsinxdx=1<:)—Acosxlg=l(:)2A=1(:)A=%
—oo 0
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0 néux<0

Co F(x) = jf(t)dt: %—%cosx néu0<x<m

1 néux>Tm
Vidy2: Cho f(x)= A 5
1+x

1/ Tim A dé f(x) 1a ham mat d6 xac suat ctia bién ngau nhién X nao dé
2/ Tim ham phan phdi xac suét tuong tng
3/ Tinh P[0<X<1]

Pé f(x) 1a ham mat do xac suat = A >0 va

j A 2dx=1<:>Aarctgx|t:=1<:>An=1<:>A=l
1+x o

—o0

F(x) = l dt2 =larctgt Ifw=l(a.rctgx +£)
ST+ttt W T 2

Xac suat: P[0 <X <1] = larctgl :i
T

II. Cdc sé dic trung

Khi biét bang phan phdi x4c suat hay ham phéan phdi xac suat ddi vi bién ngau nhién
11 rac, biét ham phan phdi xac suat hay ham mat do xac suat d6i voi bién ngdu nhiénlién
tuc 14 hoan toan xac dinh dwoc qui luat xac suat ciia bién ngdu nhién. Tuy nhién, trong
thuc té,dé giai quyét mot van dé nao d6 nhiéu khi khong can phai biét mot trong cac loai
ham néu trén ma chi can biét mot sé gia tri dic trung twong g véi bién ngiu nhién dang
xét. Cac gia tri dac trung ndy dugc chia thanh hai nhém mot nhom déc trung cho vi tri va
mot nhom dic trung cho mirc phan tan ciia bién ngau nhién.

1. Kivong
1.1.Cac dinh nghia
Néu bién ngau nhién X c6 bang phan phdi xac suit

X X X7 ... ) (T Xn

P p1 p2 - Pi ceeeeeeeeeeeeen Pn
thi ki vong toan ( hodc vong s6) ciia X 1a s ki hiéu 1a M(X) hay E(X) cho boi:

B = Y pix,
i=1

Néu bién ngau nhién X nhan v6 han dém dugc céc gia tri c6 bang phan phodi xac suat

X X1 X7 ... Xi ... Xp ..

P pi P2 ... Pi -+ Pn -
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vanéu Y p, Ix, | hoi tu thi ki vong toan ciia X 1a s6 M(X) hogc E(X) cho bai

n=1

E(X) = i:pnxn
n=l

+oo
Néu bién ngiu nhién X c6 ham mat do xac suat f(x) va néu j Ix If(x)dx hoi tu thi ki

vong toan cua X la s6 E(X) = I xf(x)dx

Tir céc dinh nghia trén ta nhéan thiy:

* Pinh nghia chi ra cach tinh ki vong toan cua bién ngiu nhién .

*Céc bién ngéu nhién roi rac nhan mot s hitu han cac gia tri ludn co ki vong toan.

* Cac bién pgﬁu nhién roi rac nhan mot s6 v han dém duoc hodc khong dém dugc cac
gia tri co6 thé khong c6 gia tri ki vong .

* Ki vong ,cﬁa bNié'n ngau nhién X 1a gia tri dic trung cho vi tri (trong tim hodc trung
tam) cua bién ngau nhién .

* Ki vong con dyoc goi 1a trung binh sé hoc ctia bién ngau nhién.

1.2 Cac vi du

Vidy 1: Mot nhom 10 nguoi trong d6 ba nguoi cao 1,62 m, hai nguoi cao 1,66m, hai

nguoi cao 1,70m va ba nguoi cao 1,74m. Chon ngau nhién mot nguoi trong nhom nguoi
trén. Goi X 1a chiéu cao cuia nguoi duge chon. Tinh E(X)
Ta c6 bang phan phdi xac suat ctia X
X 1,62 1,66 1,70 1,74
p 0,3 0,2 0,2 0,3
Vay E(X) =0,3.1,62 + 0,2.1,66 + 0,2.1,70 + 0,3.1,74 = 1,68m

Vi du 2: Sau mQt ndm ban hang, mot cura hang kinh doanh hoa twoi tai Ha ndi nhan
thay so lang hoa X ban ra trong ngay theo ti 1¢ (xac suat ) sau:

X 9 10 11 12 13 14 15
P 0,05 0,10 0,15 0,25 020 0,15 0,10

Mot 1?1ng hoa tuoi mua vao 60.000 d(‘A?ng ban ra 100000 dong, qéu trong ngay ban khong
hét s6 con lai bi virt bo. S6 lang hoa can mua vao la bao nhi€u dé loi nhuan trung binh thu
duoc la cao nhat?
Dé thyc hién bai toan trén ta 1ap bang sau:

Hang dau ctia bang ghi s6 1ing hoa Y dy dinh mua vao trong ngay.

Cot dau ctia bang ghi s6 1ang hoa X c6 thé ban ra trong ngay.

Cot cudi ghi xac sudt ban duoc sd 1ang hoa twong tng.
N@ giao giita dong i va cot j 1 tién 10i (trim nghin) thu dugc khi mua vao j 1ing ban ra i
lang.
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Y |9 10 11 12 13 14 15 P
X
9 360 300 240 180 120 60 0 0,05
10 360 400 340 280 220 160 100 | 0,10
11 360 400 440 380 320 260 200 | 0,15
12 360 400 440 480 420 360 300 | 0,25
13 360 400 440 480 520 460 400 | 0,20
14 360 400 440 480 520 560 500 | 0,15
15 360 400 440 480 520 560 600 | 0,10

Viéc quyét dinh mua cac 1ang hoa hang ngdy c6 thé thuc hién theo cic phuong an sau:

Phuong an 1: Mua vao 9 lang, tién 16i trung binh 1a:

E; =360

Phuong an 2: Mua vao 10 ldng, tién 16 trung binh la:

E, =300. 0,05 + 400. 0,95 = 395

Phuong an 3: Mua vao 11 ldng, tién 16 trung binh la:

E;=240. 0,05 + 340. 0,10 + 440. 0,85 =420

Phuong an 4: Mua vao 12 lﬁng, loi nhuan la:

E4 = 180. 0,05 + 280. 0,1 + 380. 0,15 + 480. 0,70 =430

Phuong 4n 5:Mua vao 13 lang, 1gi nhuén 1a:

Es = 120. 0,05 + 220. 0,1 + 320. 0,15 + 420. 0,25 + 520. 0,45 =415

Phuong 4n 6: Mua vao 14 lang, loi nhuan trung binh la:

E¢ = 60. 0,05 + 160. 0,1 + 260. 0,15 +360. 0,25 + 460. 0,20 + 560. 0,25 = 380

Phuong 4n 7: Mua vao 15 lang, loi nhuan trung binh la:

E; =0. 0,05 + 100. 0,1 +200. 0,15 + 300. 0,25 + 400. 0,2 + 500. 0,15 + 600. 0,1 =330
Tir céc két qua trén ta thiy khi cira hang mua vao 12 lang hoa thi loi nhun trung binh la
cao nhat.

Vi‘du 3 : Mot xa thu nhﬁrp ban vao mot muc tiéuNChg) t(’)’i’ khi tring myc tiéu thi dung.
Céc lan ban ddc 1ap, xac suat tring muc ti€u cua moi lan ban 1a 0,8. Goi X 1a lugng dan
phai dung. Tinh ki vong cua X
X c6 bang phan phéi X4c sudt sau
X 1 2 n

P 0,8 0208 .. 0208

Do X chi nhén céc gié tri nguyén duong nén néu chudi » n.0,2"".0,8 hdi tu thi gia tri do
n=l|

chinh 1a ki vong toan cia X

Xet f(x)= Z x" véi V¥ x € (0,1). Do chudi hoi tu déu trong mién dang xét nén

n=l1
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f'(x)= Z.Q:nx“_1
n=l

s X > X 1-x+x 1
Miatkhac ) x"=— = > nx""' = /= —
' Z‘ 1-x Z:' (1—x (1-x)*> (1-x)?
:sinoz"*‘ = £'0,2) = ! = EX)= 08 =1,25
per 0,87 08>
1

Vi dy 4: Dai bién ngdu nhién X c6 ham mat d f(x)=——
T(d+x7)

( phan phbi Cauchy ). Tinh E(X)
Taco: [IxIf(x)dx S
.. Te1+Xx
Do tich phan nay phan ki nén X khong c6 ki vong.
Vi du 5: Bién nga:lu nhién X ¢6 ham mat do

0 néu x¢ [0,7]

f00 = %sinx néuxe [0,7]

+oo 11‘[ TC
Taco E(X)= | xf(x)dx = — | xsinxdx =—
X) = [xf(x) 2! 5

1.3 Tinh chdt
1/ Ki vong cta hang s6 bang chinh n6
That vay ta ¢ thé coi hang s 13 bién ngiu nhién chi nhan gia tri C voi xac suét bang 1
nén E(C)=1.C=C
2/ Hang s6 c6 thé dua ra ngoai ddu ki vong
Xét:  Y=kX, néu X 1a bién ngiu nhién roi rac véi P(X = x;) = p; thi
P(Y =kx;) = pi. Vay E(Y) = D p,(kx,) =k _p;x; =kE(X)
3/ Ki vong ctia mot tong bang tong cac ki vong
Ta chiing minh trong trudng hop X, Y 14 cac bién ngiu nhién roi rac.
GOI Z:X+YVé’iZij :Xi+YjaP(Z:Zij):pij
Ta co:
B(Z) = 2 pyzy = 2Py (X +¥;) = 2PyX; +2.P5¥; = 2 Xi 2Py + 2., 2Py
= D PuX + 2 pay; =E(X)+E(Y)
p. =PX=x,)= Zpij ; Py =P =y)= Zpij

= i=1

Hé qua 1: E(aX+b)=aEX) +b
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Hequa2:  E()aX,)=Y aE(X,)
i=1 i=l

Ap dung nhiéu 1an tinh chét 2 va tinh chat 3 ta c6 hai h¢ qua trén
4/ Néu X doc 1ap véi Y thi E(XY) = E(X). E(Y)
bat: Z=XY, z; =x,y,. Gia su P(X =x) =p;,, P(Y=y)) = p.;

= P(Z = Zij) =P .p.j = E(Z) = Zpi.-P.jZij = Zzpio -Xi'p.jy]'
= Zpi,.xizp.jyj = E(X)E(Y)

5/Néu'Y = @(X)v6i @ 1a mot ham sb xac dinh nao d6. Néu X 1a bién ngau nhién
roi rac voi P(X=x;) = p; thi P[Y = @(x;)]=p;.

Vay E(Y) = D p,o(x;)
Néu X c6 ham mat do f(x) thi Y ¢6 ham mat do f(x) vay

E(Y) = [@(0f (x)dx

2. Phwong sai

Xét bién ngéu nhién X c¢6 ki vong E(X)

2.1. Pinh nghia: Phuong sai ctia bién ngau nhién X 1a s6 ki hiéu la

D(X) hoic VarX va D(X) = E[X-E(X)]?

Tir dinh nghia trén ta thiy:

* Néu X c¢6 phuong sai thi X phai c6 ki vong

* Phuong sai con duogc goi 1a d 1éch binh phuong trung binh ciia X ddi véi ki vong cua
no.

* Phuong sai cang nhd thi X cang tap trung xung quanh ki vong E(X)

Vay phuong sai la dai lugng dédc trung cho murc do phéan tan cua bién ngiu nhiénquanh
gia tri trung binh li thuyét cua no.
Xét: D(X) = E[X-E(X)]* = E{X*-2XE(X) + [E(X)]*}

= E(X")-2E(X)E(X) + E[EX)] = E(X*)-[EX)]?
Dat [E(X)]* = EA(X) ta cd D(X) = E(X?) - EA(X)

2.2 Cac vi du
Vi du 1: Bién ngau nhién X c6 bang phan phoi xac suat
X 0 1 2
P 0,3 0.4 0,3
Tinh D(X).

Co:  D(X) =EX?) - EX(X)
E(X)=0.0,3 +1.0,4 +2.03 =1
E(X*) =0.0,3 + 12.0,4 +2°.0,3=1,6. Vay D(X) = 1,6 - 1> =0,6
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Vi dy 2: Mot xa thi nhdm ban vao mot muc tiéu cho téi khi trang dich thi dimg. Cac
lan ban la doc lap, xéac suat trung dich & moi lan ban 1a 0,8. Goi X 1a lugng dan can
dung.Tinh D(X)

Nhan théy X 12 bién nge:lu nhién nhan cic gia tri ty nhién duong véi P(X = k) = 0,251.0,8

E(X)= > k.0,2"".08=08) k.02""
k=1 k=1

Xét chudi: Y x* =f(x) véixe (0,)= f(x) =D kx*"

k=1 k=1

X 1—-x+x 1 > 1
Mit khac f(x) = — = f'(x) = = = k02" = £(0,2) =
: 0= =) TR Z £'(0,2) e
:E(X)=i=1,25
0,8

b

E(X’) = Y k%.024.0,8=08) k%.0,2""
k=1 k=1

=0.8) k(k—1).0.2°" +0.8% k.0.2""
k=1 k=1

= 0.8.02) k(k~1).02" +$

k=1 )

Tur ixk = f(x) véixe (0,1); f(x) = ikxk_l = f"(x) =ik(k—1)x"‘2

=f"(x) = ik(k —Dx*?

k=1

f(x)= = f"(x)= :>f”(0,2)=0—283=Z:k(k—1).0,2"2

1-x° )
2 1 04 1 12
+—= +—=
08 08 08> 08 08’
2 1 02
0,8> 08> 0,8’
Vi du 3: Cho bién ngﬁu nhién X c6 ham mat do x4c suét

0 néu x¢& [0,7]

(1-x)°

= EX=08.02

=DX)= E(X*)-E*(X)=

=0,3125

oo = lsinx néuxe [0,7] Tinh D(X).
2 b
Ta co: E(X) = Txf(x)dx = ljix sin xdx = kid
b 2 2
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+oo T 2

1 T
E(X%) = |x¥(x)dx = —|x*sinxdx =——1
(X9) J. (x)dx 2IX xdx 5

oo 0
n’ n* n’

Vay: DX)= ——1—-——=—-1
ay: D(X) 5 YRR

2.3 Cdc tinh chdt ciia phiong sai
1/ Phuong sai ciia hang s bang 0
Thét vay: D(C) = E(C?) - EX(C) =C* - C*=0
2/ Hang s6 dua ra ngoai ddu phuong sai phai binh phuong 1én
Vi D(kX) = E(k*X?) - [E(kX)*] = K’E(X?) - K’E*(X)
= K’[E(X?) - B (X)] =k’D(X)
3/ Néu X doc lap voi Y thi D(X+Y) = D(X) + D(Y)
Tacé: DX +Y)=E[X+Y)]- [EX+Y)]?
= E( X +2XY + Y?) - [E(X) + E(Y)]?
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) - EAX) - 2E(X)E(Y) - EX(Y)
= E(X?) + E(Y?) - EXX) - EX(Y) = D(X) +D(Y)

Hé qua 1: D(aX +b) = a’D(X)

H¢ qud 2: Néu X1, Xo...... X, doc 1ap thi DO _k,X,) = > kiD(X;)
Hai hé qua trén suy truc tiép tlr ba tinh chat vira néu. Minh hoa cho sy hiru ich ctia hé qua
2 ta xét vi du sau.

Vi du: Gieo dong thoi 10 con xuc xac cin d6i va dong chat
Goi X la téng s6 chdm & cac mat trén. Tinh D(X)

Goi Xj la s6 cham & mat trén cda con xuc xéc thir i

10 10
= X= ZXi Do céac X la doc 1ap véi nhau nén D(X) = ZD(Xi)

i=1 i=1

P(X;=1) = P(X;=2) =..= P(X; =6) = é

:>E(Xi)=%(1+2+...+6)=3,5

E(x7)= %(1 +4+ .. +36) = %;D(X,.):%— _ 40—l _105_ 3

2Ly
6 36 36 12

Vay: D(X) = 1050 _350 _175

36 12 6
3. D léch chuén

Viéc dung phuong sai dé do mirc d6 phan tan cua bién ngau nhién quanh gia tri ki vong
cua nd s€ tr6 nén khong thich hop doéi voi bién ngau nhién c¢6 thr nguyén (c6 don vi do di
keém) bdi néu X co thir nguyén bac nhat thi phuong sai D(X) lai c¢6 thor nguyén bac hai.
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Dé khic phuc nhuoc diém nay nguoi ta dua ra mot gia tri ciing dic trung cho muc do
phan tan cua X nhung c6 cung thir nguyén voi X do 1a do 1éch chuan
3.1 .Pinh nghia: Do 1éch chuan ciia bién ngiu nhién X 1a s6

o(X) =4/D(X)

* Pg 1éch chuan cung thi nguyén voi X néu X 13 bién co th nguyén
* Bién ngau nhién X c6 d6 1éch chuan khi va chi khi X ¢6 phuong sai
3.2. Tinh chat

1/ o(X)=0

2/ o(kX)=klo(X)

3/ Néu X doc lap véi Y thi

6(X+Y)=/DX)+D(Y) <6(X)+0(Y)

Viéc chimg minh céc tinh chat trén kha dé dang nén danh cho nguoi doc

4. Mot sb gia tri dic trung khac
Ngoai cac gia tri dac trung la ki vong, phuong sai hodc d6 léch chuan nguoi ta con dua ra
mot sO gia tri dac trung khac
4.1 Momen: Mdmen cap k cia bién ngau nhién X dbi véi a 1a sd

te(a) = B(X - a)*

* Néu a = 0 thi Lk(0) goi 1a m6 men géc cép k cia X

* Néu a = E(X) thi L (a) goi la md men trung tam cép k ctia X va ki hi¢u 1a p

Ta co w(0) = E(X), wp = D(X), w; =0 v6i moti bién ngéu nhién

Mat khéc khi X c6 phan phdi géi xtmg qua ki vong E(X) thi pi =0 voi k 1a sO ty nhién 1é.
Vi vay ta co t,hé sir dung ps dé xét xem phan phoi xac suat cua X c6 doi xtrng hay khong.
Tuy nhién, néu X la dai luong c6 thr nguyén thi 13 c6 thir nguyén bac ba so véi X, vi vay

nguoi ta dung Hj :u—g lam sb do cho tinh chat ddi xing hay khong d6i xtmg ctia X va Hj
)

goi 1a hé s6 bat d6i ximg cia X. Nguoi ta dung hé s6 H, =%—3 1am hé s6 nhon cua
phan phdi xdc suit ciia X, o’ la phuong sai cua X.

4.2 Mode: Néu X 12 bién ngiu nhién roi rac thi mode cua dai luong

ngau nhién X la s6 ki hiéu 12 ModX thoa min P(X = modX) > P(X = x;) V x;

Néu X 1a bién ngau nhién lién tyc thi ModX 1a diém ma tai d6 ham mat do f(x) dat gia tri
cuc dai.

Vi dy 1: Cho X c6 bang phan phdi xac suét

X 1 2 3 4 5
p 03 02 0,1 03 0,1
ModX =1 hoac ModX =4. X ¢6 2 Mod

Trwong Dai hoc Nong nghiép Ha Ngi — Gido trinh Gido trinh Xdc sudt thong ké......................... 49



Vi du 2: Cho X ¢6 ham méat dd f(x) cho boi do thi sau:

4 f(x)

e

v

0 Modx

Hinh 3
ModX 1a hoanh d¢ diém cuc dai cuia ham mat do f(x)

4.3. Phdn vi:
Phén vi mic 1 - o ctia bién ngau nhién X 13 s6 X, xac dinh boi:
PX<Xqy )<1-a<P(X<X,)

Néu a = 0,5 thi Xo5 goi 1a trung vi ciia X

& f(x}
1-
__.-/ * o -
0 Xo X
Hinh 4

II1. Mt 56 qui lugt xdc sudt roi rac thuwong gip

1. Phan phoi nhi thic

1.1 Dinh nghia

Bién ngau nhién X dugc goi 1a c6 phan phdi nhi thirc néu X c6 bang phan phdi xac suat
sau:

0 1 ... k... n
P Cip’q"  Cpg™  Cp'q™  Cip'q”
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Voi0<p<l,q=1-p
Khi X c¢6 phan phéi nhi thirc ta ki hiéu X ~ B(n , p), n, p goi 1a cic tham s ciia phan phdi
Phan phdi nhi thirc v6in = 1 con goi 1a phan phdi Bernoulli
Tu:’dmh nghia trén ta thay. S4 1an xuét hién sy kién A trong mot lugc dd Bernulli c6 phéan
phoi nhi thirc.
1.2 Ki vong va phwong sai

X~B(n,p)tacéE(X):Zka qm ka p'q""
Xét (chknk)_Zka klnk
k=1

Mit khac Y Cix"q"™ =(q+x)"nén (ZCk Q") =n(q+x)""

k=0 k=0

= Zk Ckx g™ —n(q+x)

k=1
Thay x = p tacé: BE(X)=p» k Cip*'q"™* =p.n(q+p)"' =
k=1

Phuong sai: D(X) = E(X?) - EAX)

E(XZ) — ZkZ Cﬁpkqn -k __ =p Zk(k 1) k 2 n— k+ Zk Cﬁpkqn -k

Xét: (q +x)" _ch “I"* = n-D(q+x)"* = Zk(k-l)cﬁxk—zq"-“

k=0 k=1

Thay x = p ta co: n(n - 1)—Zk(k1) p* g™ .

k=1

Mat khac Zk Ck k “k—E(X)—np VaytacoE(X) n(n- l)p + np

k=0
= D(X) =n’p” - np” +np - (np)” = np(1 - p) = npq
Vidu 1: Xac suat dé mot cay séng sau mot thoi gian trong 14 0,8. Trong 1000 cay. Goi
X 1a s6 cay song sau mdt thoi gian trong. Tinh E(X), D(X).
Ta c6 X~ B(1000; 0,8) vay E(X) = 1000.0,8 =800,
D(X) =1000.0,8.0,2 =160

2. Phan phéi siéu boi

2.1 Dinh nghia: Xét mot dam dong gom N ca thé trong do co M cé thé co dic tinh A.
Chon ngau nhién n ca thé (n <M, n <N - M). Goi X la s6 ca thé ¢ dac tinh A trong n ca
thé dugc chon. X 1a bién ngau nhién c6 phan phoi siéu boi.

Nhan théy X ¢6 thé nhén 1 trong cac gid tritr 0, 1, ... ,;n
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k n—-k
P(X=k) = Cccﬁ Nhu vdy quy ludt siéu bdi phu thudc vao ba tham sé N, M, n.

N
2.2 Bang phan phoi xac suat cua quy ludt siéu boi, ki vong, phwong sai cua phdan phoi
siéu boi.
k ~n-k
M ~N-M
n
N

Tir cong thiic x4c suat: P(X=khong = ta c6 bang phan phdi xac suat cta phan

phoi siéu boi la:

X 0 1 ... k ... n
Lo, aon, oo Gt
Cx Cx Cy Cy

Tir bang phan phéi cic xac suét ciia phan phdi sidu boi xét ti s clia
P( X =k+1) va P(X =k) ta co:

Néu (N+D@+D khong phai 14 s6 nguyén thi ModX = [w]
N+2 N+2
Con néu % =ko 12 sd nguyén thi ModX 1a ko hodc kg -1
+
Ap dung cong thuc tinh ki vong va phuong sai ciia X ta co:
- -1
Ex)=™ Lipxy=M N=M | _n-l,
N N N N-1

Nhdn xét 1: Néu trong ddam dong gom N ca thé trong d6 co M ca thé co dic tinh A,
chon ngau nhién lan lugt n ¢4 thé c6 hoan lai. Goi Y 1a s6 cé thé c¢6 dac tinh A trong n ca
thé thi

Y~ B(n,p) voip = % Theo cong thirc tinh ki vong va phuong sai ciia phan phdi nhj thirc

ta co:

nM nM N-M
E(Y)=np = N ,D(Y) = N N

Tir day ta c6 E(X) =E(Y), D(X) < D(Y). Nhu vay phan phdi siéu boi va phan phdi nhi
thire (trong tng vai vige lay mau khong hoan lai va c6 hoan lai tir mot ddm dong s& deé
cap t6i trong phan thong ké) c6 cung ki vong. Tuy vay phuong sai ctia phan phdi siéu boi
nho hon phuong sai ctia phan phdi nhi thirc. Sy khac biét nay cang cao néu n cang 1on.
Két qua nay phu hop véi tryc quan la mau khong 1p lai it phan tan hon mau c6 lip lai.
Tuy nhién néu sd luong cac ca thé ‘trong dam dong N la rt 16n so vai n thi sy sai khac
giita phan phdi siéu boi va phan phéi nhi thirc 1a khong dang ké. Diéu nay c6 nghia 1a néu
X va Y 1a phan phdi siéu bdi va phan phdi nhi thic twong tng noi ¢ trén khi N 16n so véi
n thi:
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PX=k) =P(Y=k) Vk=0,1...,n

Nhén xét 2: Piéukién n < N —M c6 thé bo qua, khi d6 X c6 thé c6 thé khong nhén
mot s6 gid tri dau hoac mot s6 gid tri cudi con cong thirc tinh xdc suat, ki vong, phuong
sai cta X van tinh nhu cii.
2.1 Cacvidu

Vidu I: T mot dan ga gém 10 con trong d6 ¢6 5 con méc bénh A. Chon~ng5u nhién
ra 3 con. Goi X la s6 ga mac bénh A trong 3 con ga duoc chon, X 1a bién ngau nhién c6
phan phai siéu boi

Vi dy 2: Mot to hoc sinh gém 5 nam 4 nt, chon ngau nhién 3 nguoi, goi Y la sO nir
sinh trong 3 nguodi dugc chon. Y 1a bién ngau nhién c6 phan phdi siéu boi.
3. Phén phéi hinh hoc.
3.1 Pinh nghia: Bién ngiu nhién X c6 phan phéi hinh hoc voi tham s6 thyc p > 0 néu X
c6 bang phan phdi xdc suat sau:

X 1 2 3 | ST | R

P |p pUp pd-p’ pd-p* p(1-p)™" e
3.2 Cdc s6 ddc trung:

batg=1-p = EX)= Zk.qk_l.p = pzzk.pk_1
k=1 k=1

Xét chudi: Y x* =f(x) véixe (0,1)= f(x) =Y kx"”

by l=x+x N Py —

Mit khac f(x) = ::f(x)—(l_x)z i X) kz; =1 e
:>E(X):l
p

E(Xz) = Zkz.qk_l.p = pZ:k2.pk_1
k=1 k=1
= ka(k -1).g" "+ ka.qk_l
k=1 k=1

=pqY k(k-1).q"7 +—

k=1

foi = f(x) véixe (0,1) ; f(x)= kak':f"(x) Zk(k Hx*?

k=1

=f"(x) = ik(k—l)xk’z

k=1

()= = f"(x)=

1 2
(@)=—F=D kk—1
Ty o= @s 2 =Y kik 1"
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=~ B = p i+i:ﬁ izw#
P

p pop p

2 2 2

p p p
Vi dy 3: Tién hanh lién tiép céc thi nghiém tim nguyén té vi luong trong cdc mau ’dét cho
toi khi thi nghiém thanhcong thi dung. Céc thi nghiém thuc hién doc 1ap, Xac suat thang
cong & moai thi nghiém 1a 0,6. Goi X la s6 lan phai thyc hién thi nghi¢m.

—DX) = E(X*)—E*(X)= qtp_L:M:i
p

1/ Chi ra qui luat xéc suét cia X.
2/ Tinh E(X), D(X).
Tu gia thuyét suy ra: X nhan cdc gid tri ty nhién duong, P(X =n)=0,6.0,4"" . Vay c6
phén phoi hinh hoc véi tham s6 p = 0,6.
Ex)=t="L<16666 . D(x)=-L =% 11111
p 06 p- 0.6
4. Phan phéi Poisson

4.1 Pinh nghia: Bién ngu nhién X c6 phan phdi Poisson voi tham s6 thuc 4 > 0 néu X
c6 bang phan phdi xac suat sau:

X 0 1 2 n

e & e™ }L—Z e™ E .

P et .
1! 2! n!

Ta ki hi¢u X~ P, doc la X c6 phan phdi Poisson voi tham s6 A
4.2 Cac s6 ddc trung
P(X=k+1) _2A
PX=k) k
Néu A khéng 13 s6 nguyén thi ModX = [A ]
Néu A 1a s6 nguyén thi ModX = A hodc ModX = A-1
SN e A Ak
EX) = Zne .E=e .knz_; = =e " Ae" =LA

Tuong tu trén ta cling ¢6 D(X) = A. Nhu vy phan phbi Poisson rat dic biét 1a ca ki vong
va phuong sai déu bang tham sd A

Xét: >l A=k Tuday tacod

Nhan xet: Goi X(t) la s6 1an xay ra su kién A trong quéng thoi gian [0,t). Hién tuong
ngau nhién trén dugc goi la mot qua trinh Poisson néu né thoa man 3 yéu cau sau:

* Néu t <t thi qu1 luét cua bién X(t) - X(t ) chi phu thudc vao At =t —1t" chit khong phu
thudc vao t. Yéu cau nay duoc goi 1 yéu cau thuan nhat theo thoi gian.

*Néut< t'< t, <t; thi cac phép thur twong ng véi viée khao sat cac hién tugng trong
quang thoi gian At=t—t" va At, =t, —t;la doc 1ap voi nhau

* Néu P (At) va Po(At)la cac xac Sudt twong Urng xay ra mot lan su kién A va it nhat 2
lan su kién A trong quéang thoi gian At thi
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lim P, (A1) —: lim P, (At)

At—0 At At—0 At
Viéc nhan dién thoai tai mot tram dién thoai 1a mot qua trinh Poisson. S6 1an cac cudc
dién thoai goi dén tram di¢n thoai nay la bién ngau nhién c6 phan ph01 Poisson. Qua trinh
phan rd cac nguyén t6 phong xa ciing 1a mot qua trinh Poisson va s6 nguyén tir bi phan
huy trong mét quing thoi gian ciing 1a mot bién ngau nhién c6 phan phdi Poisson.

——==0

5. Phan phéi da thirc
5.1 Dinh nghia: Xét mot day n phép thir doc 1ap , sau mdi phép thir c6 thé
co mot trong k su kién Aj, Ay, ..., Ax xdy ra. Xac Suét P(Aj) =pi
k
P(A)) =pi., Z:pi =1. Goi Xj1a s6 lan xuat hién sy kién A, trong n lan thir. Luat phan
i=1
phéi cuia cac bién X, Xo, ... ,.Xi duoc goi la luat da thuec.
Ta théy Xi+ Xy + ... + Xy =n, khéc voi cac qui ludt da néu ¢ trén qui ludt da thue 14 qui
luat cua k - 1 bién ngau nhién. Bién thir k phu thudc vao cac bién con lai boi:
Xx=n- (X1 +Xo+ ...+ Xk-l)
Néu k = 2 luat da thirc trd thanh luat nhj thire
5.2 Cong thirc xdc sudt cia ludt da thire
Gié st Xy, Xo, ... ,Xi 1a céc bién ngﬁu nhién co6 luat da thirc
k
Ta di tinh x4c suat P(X; =n;, Xa =y, ... Xy =n) v6i Y n; =n
i=1
Goi A, la sy kién A; xut hién 6 lan thir thirj, i = Lk, j=Ln nén mot trong nhitng két
qua ctia ddy n phép thir thod man X; = n; c6 xac suat xuat hién 1a: p,"p,™...p, ™
!

Lo ke o n: A . A, A, \
Co6 tat cd& ——  .Vay xdc suat can tinh la:
n,!n,l..n !
!n,l.n,!
P(X;=n;,X,= Xe=ng) = — 0 "D,
( 1=n;,A2=1ny, ..., k—nk)—ﬁ.pl p2 pk
n,!n,!.n.!

IV Cic phdn phéi lién tuc

1. Phan phéi déu
1.1. Pinh nghia: Bién ngau nhién X c¢6 ham mat do
0 néuxegla,b]
Hx)= L néu x € [a, b]
b-a
duoc goi 1a bién ngiu nhién c6 phan phéi déu trén doan [a,b]
Néu X co phéan phéi déu trén doan [a,b] thi ham phan phéi xé4c suat cua X la
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0 nfux<a
X-a .
F(x)= b nfua<x<b
-a

1 néux>b

Do thi cua ham mat do va ham phan phéi X4c suét cua phan phéi déu trén [a, b] la cac

hinh sau:

' y Y Y

1 el aelelalals elolelalaletale a alers
A
b-a
0 a b X 0 ”
Hinh 5
1.2. Ki vong va phwong sai ciia phdn phéi déu
i box a+b
Kivong: EX)= |xf(x)dx= dx =
mg:  E(X) j (x) j dx ="

Phuong sai: D(X) =E(X?) - EA(X)

° b x? 1
Cé: EXH = [x*f(x)dx = dx==.(b>+ab+a’

x%) j (x) j ——dx=—( )

1 +b)? —a)’
Vay D(X) = L (b2 +ab+a?)— 3D _(b=2a)

3 4 12
2. Phén phdi mi
2.1. Pinh nghia: Bién ngau nhién c6 ham mat do

0 néux<O0
f(x)= o ; 0>0

0e™ néux=>0
duogc goi 12 bién ngau nhién c6 phan phdi mil véi tham s6 0 .
Ham phén phdi x4c suat ciia phan phdi mii 1a

0 néux<0
F(x) = o

1-e™ néux=>0
Do thi ciia ham méat do x4c suit va ham phan phéi X4c suét cua phan phéi
mii la cac hinh sau:
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A f(x) A F(x)

= v

0
Hinh 7 Hinh &

2.2.Ki vong va phuwong sai

o0 o0

Kivong: EX)= Ixf(x)dx = jxf(x)dx :%
—oco 0
, . 1
Tuong tu ta c6 phuong sai: D(X) = ?

Phan phdi mil 1a phan phdi dic trung cho thoi gian lam viéc cta cac linh kién dién tir
hoac ban dan.

3.Phan phdi chuin
Phén phdi chuan 1a phan phéi thuong gap trong tu nhién cling nhu trong ki thuat, n6 dong

mot vai tro quan trong trong li thuyet X4c sut cling nhu cac u:ng dung cua phan ph01 nay
trong xr 1i s6 liéu.Chinh vi vay chiing ta s& dé cap dén phan phdi chuan ki cang hon.

3.1 Dinh nghia: Bién ngau nhién c6 ham mat do

_Gep?
f(x) = e 20

o~\2T

c 1N 1 A x N . A A A re £ N2 N 1r1A
duoc goi la bién ngau nhién c¢6 phan phoi chuan voi 2 tham s6 ¢ va 0~ va ki hi¢u

X~ N(W;6°)

X (t=p)*
\ A Ao/ Ao oo A - A 1 -
Ham phan phoi xac suat cua phan phoi chuan F(x) = I e 2 dt

' ON2T

Do ham mat do cta phan phdi chuan khong co nguyén ham so cap nén ta khong thé biéu
dién ham phan phbi F(x) béi mot ham s so cip.

D6 thi ciia ham mat do va ham phan phdi x4c suat ctia phan phdi chuan cho boi cac hinh
sau:
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4 fix) T e

Hinh 9 Hinh 10
Db thi c1:1a ham mat do f(x) c6 dang hinh chudng nén phan phéi chuén con duoc goi la
phan phoi hinh chudng.
3.2. Ki vong va phuwong sai :

2

+o0 VA
Trong gido trinh giai tich ta da biét I e 2dt=+/2n. Day la tich phan Euler - Poisson.

Bdy gio chiing ta s& sir dung tich phan Euler - Poisson dé tinh ki vong va phuong sai cua
phén phoi chuan

+oo C(x-w)? _
EX) = [x——e * dx.Ditz=*Hoa -

Lo G\/ﬁ 9 (¢

Khi x — Foo thiz— too, x= u+o0z. Thay vao cong thuc tinh ki vong ta ¢6 :

E(X) = \/_ j(u+Gz)e 2dz— \/ﬁ je 2dZ+T jze_7dz
Do ham trong dau tich phan & s6 hang thtr hai 12 ham 1é vy tich phan thir hai bang 0.
Tich phan tht nhat bing ~/27 . Vay E(X) =
oo 1 7@

Xét: E(X?) = I x? e 29 dx.Ciing ddi bién nhu trén ta co

2. olan

E(X?) = ﬁ j(u +0z)%e 2dz

2 +o0 Z
e 2dz+—j jze 2dZ
) s
2 4o 7
> z’e 2dz (1)
T

Xét tich phan : J‘zzeidz =1.Ditz=u=dz=du, ze 2dz=dv=>v=—e 2.

—oo
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Z2 oo z2

Tacéd I= lim(-ze 2)I_ + j e 2dz =0++/21 .Thay vao (1) ta c6

E(X2)= u2+ 62:>D(X)= o’

Nhu vay hai tham sé p va © 2 chinh 1a ki vong va phuong sai cia phan phdi chuan. Tdi
day ta c6 thé khang dinh phan phdi chuan hoan toan xac dinh khi biét ki vong va phuong
sai cua no.
3.3. Phan phéi chudn tac: Néu bién ngiu nhién X ¢ phan phéi chuan véi ki vong pu =0
va phuong sai ¢ * =1 thi X duoc goi la bién pgﬁ}l nhién c6 phan phdi chuan tic hoic phan
phoi Gauss. Ham mat do cua phan phoi chuén tac dugc ki hiéu 1a @(x) con goi 1a ham
Gauss, ham phan phéi duoc ki hiéu 1a ¢ (x) con goi 12 ham Laplace. Gia tri ciia ham @ (x)
va ¢ (x) duoc cho béi bang 1 va bang 2 & phan phu luc cudi sach.
Ham ¢ (x) 1a ham chan, O(—x)=@(x) . Trong khoang (0, +o0), @ (x) don diéu giam

¢ (0)=0,3989; ¢(1)=0,2420; ¢(2)=0,0540; ¢(3)=0,0044; ¢(4)=0,0001

Néu: x >4 thi ¢ (x) =0

Ham ¢ (x) = j.(p(t)dt ,0(-x)=1-0(x)voix>0

0 (0)=0,5; ¢ (1) =0,2420; (2) = 0,0540; ¢ (3) = 0,0044; ¢ (3,9) = 0,0001
Néu: x >4 thi ¢ (x) =1.Néux<-4thi ¢(x)=0.

Db thi ciia ham ¢ (x) va 0 (x) la céc hinh sau:

ka(xJ
1 o(x)
1
/05/
0 x 0 x
Hinh 11 Hinh 12

3.4 Tinh xdc sudt : Gia st X ~ N(U;67) .

b (x-p’
1 -5 . , .
Pla<X <b]=|—==e ?° dx .Bang cach doi bién:
!G«/ZTC s
byt
2=2"H o Plasx<bl= IQ(z)dz:¢(b_uj—¢(a_uj
c o c c

9
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Vidu: Cho X~ N(3,4). Tinh P[ 2< X <4].
Ap dung cong thic trén ta co:

P[2< X <4] :q{%}q{z;) 20.(0,5) - 1 =0,3828.

3.5 Qui tdc 30:
Xét bién ngau nhién X véi ki vong p va phuong sai ¢ :

P[IX-pl<e]= P{X_“
(¢

<E} —20(5)-1.
(¢ (¢

Véi e=ctaco: P[IX-pl<ol=20(1)-1=0,6826
Voi e =20 taco: P[IX-pul<2, 1=2¢(2)-1=0,9544
Véie =30 ,P[IX-ul<30]=20(3)-1=0,9973.

Nhu vAy néu X ~ N(;6%) thi P[ IX -l < €] = 1 khi € >3 6. Didu ny c6 nghia la néu
bién ngiu nhién X c6 phan phdi chuén véi ki vong W va phuong sai 6 thi gdn nhu chic
chan rang X s& nhan gia trj trong khoang [1 - 36, W +306].

’Vz' du.; Trong luong ciia moi con ga trong m(f)vt trai ga 1a bién ngﬁu’ nhiéNn X ¢6 phan
phoi chuan voi ki vong i = 3 kg va do 1éch chuan ¢ = 0,5 kg. Khi bat ngau nhién mot
con ga trong trai, goi X }é trong lugng con ga con ga vira bit, ta co: [ - 36 =1,5kg ; u +
30 =4,5kg. vay ta c6 thé tin rang con ga nay co6 trong lugng tur 1,5 kg dén 4,5kg.

V. Véc to ngdu nhién

1. Véc to ngiu nhién:
Cho U = (X, X», ... ,X,) 1a mot véc to thudc khong gian thuc R". Néu X; 1a cac bién ngﬁu
nhién thi U goi 12 m0t véc to ngau nhién n chiéu, cac bién X, Xy, ... ,.X; la cac thanh
phan ngau nhién cua véc to ngau nhién U

Vi du: Chon ngiu nhién mot ngudi tir ddm dong. Goi X 1a chiéu cao, Y 1a trong lugng
cua nguoi dugc chon. Véc to U = (X, Y) 1a mot véc to ngau nhién hai chiéu.
bé don gian trong gido trinh nay ta chi deé cap dén véc to ngau nhién hai chiéu. Cac két
qua vé véc to ngau nhién nhiéu chleu c6 thé suy ra tir véc to ngau nhién hai chiéu. Néu
cac thanh phan X, Y ctia véc to ngau nhién (X, Y) 1a cac bién ngau nhién roi rac thi

(X, Y) goi 1 véc to ngdu nhién roi rac. Néu cac thanh phan dé 1a cac bién ngau nhién lién
tuc thi (X, Y) goi 1a véc to ngau nhién lién tyc.

2. Qui luit x4c suit:

2.1. Ham phan phoi: Cho véc to ngau nhién (X, Y).
Ham F(x,y) = P(X< x, Y<y) goi la ham phan phéi X4c sudt d@)ng thoi cua véc to (X, Y)
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L 4

0 " Fxy)
~

Hinh 13
V& mat hinh hoc F(x, y) la xac suat dé diém ngﬁu nhién M(X, Y) roi vao mién gach hinh
ve trén.
2.2. Tinh chat
1/ lim F(x,y) =1

X—>+o0
y—>+oo

lim F(x,y) = lim F(x,y) =0
X—>—o0 y——oo

2/ lim F(x,y) =F,(x) goi la ham phan phdi x4c suat ctia thinh phan X
y—>+oo
3/ lim F(x,y)=F, (y) goi la ham phan phdi x4c suat cta thanh phan Y

4/ Ham phan phéi khong giam theo tung bién, nghia la
F(x1, y) <F (X2, y) vOi moi X< Xp
F(x, y1) SF(x,y2) v6imoiy <y
5/P(a<X<b,cLY <d)=F(b,d)-F(a, d)-F(b, c) + F(a, ¢)
Viéc chirg minh cac tinh chét trén xin danh cho nguoi doc.
Tir cac tinh chét trén ta nhan thay rang: Khi biét ham phan phdi xac suat dong thoi cia
véc to ngau nhién (X, Y) ta hoén toan xac dinh dugc qui luat xac suat cia nd cling nhu
cac qui luat cua cac thanh phan tuong tng.

3 Bang phan phdi xic suit dong thoi ciia véc to ngiu nhién roi rac:

Dbi v6i véc to ngdu nhién roi rac (X, 'Y) viéc cho bang phan phdi xéac suat dong thoi to
ra thuan lgi hon viéc cho ham phan phdi xéac suat

3.1 Bang phan phéi xdc sudt dong thoi ciia véc to (X, Y) la bang sau:

Y
X Y1 Yi Ym
X1 P11 Pij Pim
X; Pil Pij Pim
Xk Px1 Pxj Pkm
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pij = P(X=x;, Y= Yj)

k m m k
Tac 3.3 py =1 D py=p. =P(X=x,), 2 py =p,; =P(X=y))
= i=1

i=l j=1
3.2. Bang phdn phéi xdc sudt ciia cdc thanh phan
Bang phan phdi x4c suat ctia cac thanh phan X, Y 13 cic bang sau:

X X] X2 Xi .. Xk
P pi. p2. .. pi. - Px.
Y M \Z Vi Ym
P P.1 p.2 P.j - P.m

Vi du: Véc to ngiu nhién (X, Y) c6 bang phan phdi xac suat dong thoi sau:

Y
0 0,1 0,2 0,3
1 0,1 0,1 0,2
Taco:P(X=0)=0,6;P(X=1)=04
P(Y=0)=02;P(Y=1)=03;P(Y=2)=0,5
Vay bang phan phoi xac suat cua thanh phan X, Y lan luot la:
X 0 1
P 0,6 0.4
1 2 3
0,2 0,3 0,5

4. Ham mait d x4c suat: Cho véc to ngau nhién (X, Y) c6 ham phan phéi xac suit
F(x,y)

Xy
4.1. Dinh nghia: Néu ton tai ham f(u, v) sao cho F(x, y) = J. jf (u,v)dudv voi moi
(X, y) € R? thi ham f(x, y) goi 1 ham mat d xac suat dong thoi cta véc to ngau nhién
X,Y)
Tu dinh nghia trén’ ta théy: néu (X, Y) la véc to ngéu nhién roi rac thi (X, Y) khong co
ham mat do xac suat
4.2. Tinh chat:
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1/ f(x,y) = 0 véimoi (X, y) € R?

JF(X,y)
2/ f{(x,y) =——2=
(x,y) Jyox

3 [ [ y)dxdy =1

—o0—00

4/ P[(X,Y)eD] :”f(x,y)dxdy
D

4.3. Ham mdt dé ciia cdc bién thanh phdn
Cho véc to ngau nhién (X, Y) voi ham mat d6 dong thoi f(x, y)

Ham fy (x)= J.f(x, y)dy goi la ham mat d¢ ctua thanh phén X

Ham f, (y)= J. f(x,y)dx goila ham mat do cua thanh phén Y

Vi du: Cho véc to nga:lu nhién (X, Y) c6 ham mat do x4c suét

f(x,y) =

T A+x)A+y%)
1/TinhP(0<X<1,05Y<1)
2/ Tim fx(x) va fy(y)
Taco: P(0LX<L1,05Y<L])=
11 1 1
=L2“‘ 21 dedyz%J‘ dxzj dyz:i
Ty (+x7)A+y") T l+x“yl+y” 16
I dy 1 1
X) = = tuong tu f =
fx ) I7z2(1+x2)(1+y2) z(1+x%) g fy () n(l+y?)

—oo

5. Mt sb dic trung: Doi v6i véc to ngau nhién hai chiéu (X, Y) ta thuong quan tim dén
cac dic trung sau:
5.1.Hiép phuwong sa i(covariance hodc moé men twong quan ):
Hiép phuong sai ctia véc to (X, Y) 1asd: cov(X, Y) = E{[X - EX)][Y - E(Y)]}
Duya vao tinh chét cua ky vong ta co:
cov(X, Y) = E(XY) - EX)E(Y)

Vay cov(X, X) = var(X), cov(Y,Y) = var(Y).

Néu X doc 1ap voi Y thi cov(X, Y) =0
Diéu nguoc lai néi chung khong diing
5.2. H¢ s6 tuwong quan:
cov(X,Y)

A DX)D(Y)

Heé s6 twong quan gitta X, Y 1a s6 p(X,Y) =
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Heé sb tuong quan c6 cac tinh chat sau:
1/ Néu X doc 1ap v6i Y thi p =0, diéu nguoc lai néi chung khong ding.
2/ -1 p(XY) < 1.
3/ p(X,Y)==%1khi Y=AX+B.
{p(X,Y) khi ac>0
4/ p(aX +b,cY +d) = i
- p(X,Y) khi ac<0
Viéc ching minh cdc tinh chét trén danh cho ngudi doc.
6. Phén phdi c6 diéu kién.
Gia st (X,Y) la vecto nga:lu nhién roi rac, ta biét

P(X:V yPE=XY=Y) Py
Y=y, P(Y=y)) P,

Bang phan phdi xac suat

X X1 X2 X Xk

P ) ey [ | | P
pJ pJ p-J p.J

dugc goi 1a bang phan phoi xac suat ¢6 dieu kién cua X voi dieu kién Y=yj.

Tuong ty bang phan phdi xac suat

Y yi \p) Vi Ym
P(Y/xoo) | P | P2 | Py | Pu
Pi. Pi. pi Pi.

duogc goi 1a bang phan phoi xac suat c¢6 diéu kién cua Y voi diéu kién X = x;.

kK p.X. B 4
Z—p 1 ZB(X/y., ) duge goi la ky vong c6 diéu kién cia X biét Y =y,

izt P

> P _B(v /., )duoe goi la ky vong co didu kién cua Y biét X = x;

= Pi
Néu (X,Y) la vecto ngau nhién lién tuc c6 ham mat d6 dong thoi f(x,y) thi ham
@ (x/y) :@ goi 12 ham mat d6 c6 didu kién ctia X véi diéu kién Y = y.
Y
Tuong ty ham:
¢ (y/x) Iy goi 12 ham mat d6 c6 diu kién cia Y véi didu kién X = x.

j xQ(x/y)dx =E(X/y=y) 1 ki vong co diéu kién cua X v&i diéu kiénY =y

—oo
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J.ylp(y/x)dy = E(Y/x=y) 12 ki vong c6 diéu kién cua Y véi diéu kién X = x.

Vi dy 1: Vecto ngau nhién (X,Y) c6 bang phan phdi x4c suat dong thoi sau:

‘ 0 1 2
Y

0 0,1 0,2 0,1
2 0,2 0,1 0,1
4 0,05 0,1 0,05
Phén phdi xac suat cia thanh phan cia X 14 :
X 0 1 2
P 0,35 0,40 0,25

Ki vong: E(X) =0,9

Phan phoi xéc suat cia thanh phan Y la:
Y 0 2

P 0,4 0,4 0,2

Ki vong: E(Y)=1,6

Phan phoi xéc suat cia X voi dieu kién Y =1 1a:

X 0 2 4
P(X/Y=1) 0,40 0,40 0,20
Ki vong E( X/Y=1) =1,5.

Y 0 1 2
P(Y/X=2) 0,5 0,25 0,25

Ki vong E(Y/X=2) = 0,75.
Vi du 2: Vecto ngau nhién (X,Y) c6 ham mat do xac suét déng thoi :

1 [x—ux jz_{ y—ly jz_zp(x_l»lx M(y—Hy)
1 20-p7)[\ ox Oy GxOy
€

2

f(x,y) =
216,04 1-p

duogc goi 14 c¢6 phan phdi chuan hai chiéu.
Nhan thay:

——

1 (x—py)? (y1y)?
e 26y

fx(x) = —

— = ¥ ; R = —5=—
N AR
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2
S S IV S
1 ZGX(l—p2)|:x Hx PGY(}’ “-Y):|

O (xly) = ————¢
2no\/1-p

2
_ 1 oY (5
. ZGY(I—p2)|:y My PGX(X P-x)}

2

¢ (y/x) =
2n6,4/1-p

E(Y/xo0) = p z—X(X-MX) iy

Y

(0}
E(X/y=y)= p G—Y (y-Hy) +Ux

X
V6i E(X) = wx, B(Y) = by, D(X) =6°x, D(Y) = 6%y, p(X,Y) =
Ttr nhitng két qua trén chiing ta thay :
* Céc thanh phan cta phan phéi chuan hai chiéu 1a phan phdi chuén.
* Néu p = 0 thi f(x,y) = fx(x)fy(y). Vay trong phan phdi chuan hai chiéu p=0 khi va
chi khi X va 'Y ddc lap.

7. Phan phéi ciia tong hai bién ngiu nhién .

Cho vecto ngéu nhién (X,Y) c6 ham mat d6 phan phdi dong thoi f(x, y).

Xét vecto ngau nhién Z = X + Y,ching ta di tim qui ludt phan phdi xéc suét cua Z. Goi
Fz(z) 1a ham phan phdi x4c suat ctia bién Z. Ta co:

Fx(z) =P[Z<z]=P[ X + Y< z]. Néu coi M(X,Y) 1a dlem ngau nhién trong mat phang
Oxy thi P(X + Y< z) 14 x4c suat ¢& M(X , Y) roi vao mién bén trdi duong thing x + y =z

¥

zZ=x+y

.

\%\\&

o

Hinh 14
Vay Fy(z) = PIM(X,Y) €D ] = [[ [ f(x, y)dyldx

—o0 —oo

Lay dao ham cua tich phan theo bién z ta c6 :
Fz(z) =1,(2) = j f(x,z—x)dx day la cong thuc x4c dinh ham mat do xac suit cua

—o0

Z. Thay d6i vai tro ctia x va y trong cong thirc tich phan kép trén ta cling co
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Fu) =)= [flrz=-xde= [ f(z=y,»dy
Truong hop X doc 1ap voi Y ta co

t42) = [ £ (O fy = 0dx= [ f,(0) f (2= y)dy

VI. Ludt sé lon va cdc dinh Iy gidi han.

Vigc trinh bay chinh xac cac két qua ctia phan nay s& vuot qua khudn khod va yéu cau cia
giao trinh. Tuy nhién vi tAm quan trong cua no, nhét 1 nhiing tmg dung trong thong ké
chung tdi s& c6 gang trinh bay nhitng kién thuc tdi thiéu va don gian nhat.

1. Hoi tu cia day bién ngiu nhién.
1.1. Hi tu hau chdc chdn: Diy cac bién ngau nhién { X, } goi 1a hoi tu hau chac chin
t&i bién X néu P[lim X, # X ] = 0 khi d6 ta ki hi¢u:

n—oo

Xn —)h'c'c X.
1.2 Hoi tu theo xdc sudt: Diy cac bién ngdu nhién { X, } goi 1a hoi tu theo xac suat toi
bién X néu Ve >0, hmPHX X| < 8]— 1. Khi do ta ky hiéu:

<o
Xp—>X.

1.3 Hpi tu theo quy ludt : Day cac bién ngdu nhién { X, } goi 1a hoi tu theo quy luat t&i
bién X néu diy ham phan phdi{F, (x)} cta day { X, } hoi tu t6i ham phan phdi F(x) cua
X.

Nguoi ta ching minh dugc rér}g néu mot day bién’ ng5u~ nhién hoi tu hau chic chép té1 X
thi n6 cling hdi tu theo xac suat téi X. Mgt day bién ngau nhiénhdi tu theo xac suat téi X
thi cling hdi tu theo quy luat toi X.

2 Luit s6 16m va cac dinh 1y vé luat s6 16n.
2.1 So qua vé ludt so lom: Diy cac bién ngdu nhién {X_} goi 13 tudn theo ludt s6 16n

X-a—" 50:X=1-Y'X, ;a=— Y EX, .
3.2 Bdt ddng thite Chebyshev: Cho bién ngu nhién X c6 E(X) = a, D(X) = b*.
b2

V6imoi €>0tacoPlI X-al<e]2l——.
€
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Bét dang thirc trén do nha toan hoc ngudi Nga Chebyshev dua ra tir thé ky 19.
Ta chirng minh bat déng thtrc cho truong hop X c6 ham mat d xac sudt f(x).

P[IX-al<e]=1-PllX-al =] (1)
P[X-al>¢g]= J.f(x)dx: jf(x)dx
|x—a|>¢€ (x-a)? 2 ¢’
<L
<5

[(x=a)’f(x)dx <L f(x—a)Zf(x)dx LS
(x—a)? 2¢? € - €

Tu(1)va(2) suyraP[I X-al<eg] Zl—b—2 , diéu phai ching minh
€

3.3 Pinh Iy Chebyshev: Day cac bién ngiu nhiéndoc 1ap { X, } co
E(X,) = 1, D(X,) = 6° tudn theo ludt s6 1on.

2
Dit =—ZX tac6E(X)=p,D(X)= 2
n g n
Ap dung bat dang thirc Chebyshev véi bién X taco:
2 2

1 2P[IX-pl<e]21->— Do lim(1-——)=1 nén
8 n 8

n—seo

lim P[ 1 X -ul < €] = 1= diéu phai chtrng minh.

Dinh 1y Chebyshev la co s¢ toan hoc ,cho phép do 9éc dai lugng \{ét ly Khi do mdt dai
lugng vat Iy nao d6 c6 do do chua biét, nguoi ta tién hanh do nhiéu lan dugc céc gia tri
X1, X, ..., X, sau do léy X = lZn:X,. lam gia tri cua dai luong can do L.

i=1
2.4 Dinh Iy Bernoulli: Tién hanh mot ddy n phép thir doc 1ap, xac suat xuat hién su kién
A 6 mdi phép thir 1a p. Goi f,(A) = nA 1a tan sudt cua su kién A.
Diy f,(A) tuén theo luat s6 16n.

That vay : ta co E(f,(A)) = p, D(fy(A)) = i (g=1-p).
n

ap dung bat dang thtic Chebyshev véi dai luong f,(A) ta co:

1 2P[ I £,(A) -pl < e]>1—ﬂ Tir day suy ra dinh 1y dugc chimng minh.
n

3. Cac dinh ly giéi han.

Cac dinh ly vé luat s6 16n lién quan téi sy hoi tu theo xac sut ciia day cac dai luong ngau
nhién. Phan nay chung 61 trinh bay khong chirg minh cac dinh ly v& su hoi tu theo quy
luat ctia ddy céc bién ngau nhién.

3.1 .Dinh ly gioi han dig phwong Moivre -Laplace.
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Xét mot luge dd Bernoulli, xac sut xuat hién su kién A & mdi phép thir 1a p. Xac suat dé
A xuat hién dung k 1an trong n 1an thu 1a P, (k).

XA4c suat dé A xuét hién trong khoang tir k; dén k; 1an trong n 1an thtr 1a P.(ky, ko). Theo
cong thurc Bernoulli ta co:

K,
Py(k) = C'pq™,  Putki ko) = > C, pq"™.

k=k,

Viée st dung cong thie Bernoulli dé tinh cac xac suat doi hoi phai thyc hién mot s6
lugng khé 16n cac phép toan nén khi n 16n ta sir dung cong thirc xap xi dugc suy ra tir cac
dinh 1y sau.

Dinh Iy 1: Dinh ly gi6i han dia phuong Moivre -Laplace:

lim | P (k)= ——(x, ) | = 0, & d6 xe 212

o vnpq v/ ipq

Diéu nay c6 nghia la khi n kha 16n ta ciing ¢ cong thirc xap xi sau:
k —np

1
Py(k) = .
Y * e

Dinh Iy 2: Pinh 1y gidi han tich phan Moivre -Laplace:

lim [Py(k;, k) - [@(t)dt]=0

xkl

\ a2 k, —np k, —np |
o do x, = — , X, = —2 , Q)= ——e 2.
K ’_npq k2 ’_npq hr

Khi n khé 16n ta ciing c6 cong thirc xap xi sau
k, —n k,—n

2 p ) B (I)( 1 p )

v pq v pq

Vi dy 1: Xac suit dé mdi ciy séng sau thoi gian trong 14 0,8. Trong 400 cay

Pa(ki, ko) = ¢ (

1/ Tinh xéc suat dé c6 ding 320 cdy song.
2/ Tinh xac suat dé sb ciy séng nam trong khoang tir 300 dén 360 cay.

Giai: X4c suét can tinh & phan 1 la:
320-320

1
( )=
4/400.0,8.0,2 ? 4/400.0,8.0,2

Xéc suét can tinh & phan 2 1a:
P400(300, 360) = ¢(5,0) —0(=2,5)=9(2,5)=0,99379

Vi dy 2 : Tai mot khu nghi mat c6 2n ngudi dén nghi. Khach dugc phuc vy an trua boi
hai dot lién tiép tir 10h 30 dén 11h 30 va tir 11h 30 dén 12h 30 . Mdi khach nghi c6 thé
dén quan an cua khu nghi mat vao mot trong hai dot v6i cing mot kha nang. Hay tim s
chd ngdi thi thicu tai quan dn dé véi xac suat khong nho hon 0,95 ¢6 thé tin rang khong
c6 khach nao khdng dugc phuc vu an trua.

P400(320) = % @ (0)=0,05.

Goi X 1a s6 ngudi dén quan an trong 1an phuc vu dau: Tir 10h 30 dén 11h 30.
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X ~B(n; 0,5). Goi kg la s6 chd ngéi tai quan an, ta co:
P[ X< k(), 2n- X< k()] > 0,95 <P [ 2n —k() <X< k() ] 20,95
k,— -k, k,—n

Do ™ > 0,95 < 2 -1 20,95
(:)q)(o,ﬁ) ¢(0,SM) A ¢(o,5\/5) ’
o Ko=m )5 09752 0(1,96) =k =n +0,98

0.52n

Véin=50 = ko250 +9,8=59,8. Vay néu khu nghi c6 100 khach thi phong &n can bd

tri 60 cho.

3.2 Binh ly gioi han Poisson:

Khi st dung cong thire Xap xi néu trén dé tinh xac sqét ctia phan phdi nhj thitc do chinh

xac s& khong cao néu: P(A) = p gan 0 hodc 1. Khi p gan 0 hoac 1 ta st dung dinh ly sau:
Pinh Iy 3: Xét mot diy vo han cac phép thir doc 1ap, xac suat xuat hién sy kién A &

phép thtr thir n 1a p, thoa man [lll_)n}o npy,=A.

Goi X 1a s6 1an xut hién A trong ddy phép thur néi trén ta co:
k

limP(X=k)=e™ r

n—eo k!
Ap dung dinh 1y néi trén khi X ~ B (n, p) ma p gan 0 hoic 1
k
Ta co: P(X =k)=e™ %

Vidy : Ti 1€ nguoi co ki sinh trung s6t rét trong mau O mot vung ddng bang song Ciru
Long 1a 0,01. Lay mau mau cta 100 nguoi. Tinh xac suat dé cd 5 ngudi c6 ky sinh trung
sOt rét trong mau.

Goi X 1a s6 ngudi c6 ki sinh trung st rét trong mau cta 100 ngudi.

X ~B(100; 0,01). Taco P(X=5) ze_léz 0,03066.

3.4 Pinh ly gioi han trung tam:

Hai dinh ly néu ¢ myc 3.1 chi la cac truong hop riéng cua dinh 1y giéi han trung tam. Ta
biét rang: Néu bién ngau nhién X c6 ki vong a va phuong sai b” thi bién ngau nhién
zz% goi 13 bién ngau nhién duoc chuin hoa. Nhitng dinh 1y dé cap toi diy cac bién

ngiu nhién doc 13p sau khi da dugc chuén hod, hoi tu theo quy luat toi phan phoi chuan
tac dugc goi 1a dinh 1y gidi han trung tdm.Trong muc nay chung tdi néu hai trong nhiing
dinh 1y noi trén.

Xét ddy cdc bién ngau nhién doc lap: X, Xo. . . .. X,. ..

c6 cung ki vong a va phuong sai b, )_(:lZ:Xi , L, = X;a n
Ny

Dinh Iy 4: Diy cac bién ngdu nhién Z, . . Z, . . . .. Z, . .. hoi tu theo qui luat t61 phan
phoi chuan tac.
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Dinh 1y vira néu 1a dang don gian cua dinh 1y gidi han trung tdm cd dién, n6 1a truong
hop dac biét cua dinh li sau:
Pinh Iy 5 (Lindeberg): Cho diy cac bién ngiu nhién doc 1ap: X, Xo, ...... s Xpeven

X; c6 ki vong a; va phuong sai b .

Y,=13x, . A, =Ya, B2=Yb?, Z, =B
n'ig i=1 i=1 B

n

A .o <A 5 ~ . 1 . I . \ ~ 7

Néu gia thiét sau dugc théa man: hm—zz szdFk (x) =0 voi moi €> 0 thi day cac
"By k=l e,

bién ngdunhién Z, , Z, , ....., Zn...... hoi tu theo qui luat téi phan phdi chuén tic.

Nguoi doc mudn tim hiéu ki hon vé cac dinh 1y gidi han c6 thé doc cc sach tham khao

dugc néu ¢ cudi gido trinh.
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Bai tdp chwong III.

1.Mot ngudi tung dong tién 3 1an, goi X 1a s mit sip ¢ phia trén cta 3 dong tién vira
tung.

a. Lap bang phan phdi xac suat cia X.

b.Tim ham phan phdi xac suét ciia X.

c. Tinh E(X), D(X).

2. Mot nguoi tung dong thoi hai con xiic xdc cAn dbi va dong chat. Goi tong s6 chim &
hai mat trén la X. Néu X< 4 anh ta mat 100 dong. Néu 5<X <10 anh ta mat 50 dong.
Néu X > 10 anh ta dugc 200 dong. Goi Y 1a s0 tién anh ta nhan dugc sau mot lan choi.

a. Lap bang phan phdi xac suét cuaY
b. Tim ham phan phdi x4c suit cia Y
¢, Tinh ki vong ctia Y. C6 két luan gi vé tro choi nay

3. Mot nguoi ¢6 3 vién dan nhdm bén vao bia cho t¢i khi trang bia hodc hét dan thi dimg.
Céc lan ban doc lap, xac suat trung bia & mai lan ban 1a 0,8. Goi Y 1a s6 dan phai dung

a. Lap bang phan phdi x4c suat cia Y

b.Tim ham phéan phdi xac suit ctia Y va vé dd thi ciia ham phan phéi.

c.Tinh E(Y), D(Y).

4. Hai cau thu bong r6 1an lugt ném béng vao ré cho t6i khi ¢6 mot nguoi ném trang hodc
ca hai nguoi ném hét 3 luot thi dimg. Xdc suat ném trang ro clia nguoi thir nhét 13 0,8,
cua nguoi thur hai la 0,6, cac 1an ném doc 1ap. Goi X 1a sb 1an ném cta nguoi tht nhat, Y
1a 56 1an ném ctia ngudi thir hai, Z = X + Y.

a. Hay 1ap bang phan phéi xac suat cua X, Y, Z.
b. Tinh E(X), E(Y), E(Z)va D(X), D(Y), D(2).

S. Mot kho hang c6 6 16 hang do nha may A san Xult va 416 hang do nha may B san
xuat. Lay ngau nhién tir kho hang ra 3 16 hang. Goi X la s6 16 hang do nha may A san
xuat trong 3 16 hang duoc lay ra.

a. Lap bang phan phdi xac sut cta X.

b.Tinh E(X), D(X).

6. Khi lai dau hoa d6 thuan ching véi dau hoa tring thuan ching & thé hé F; cac cdy dau
déu c6 hoa mau do. ¢ thé hé F, cac cay déu c6 hoa mau do va mau trang theo ty 1€ 3: 1.
Chon ngau nhién 4 cay dau ¢ thé h¢ F,. Goi X 1a s6 cay dau c6 hoa mau dé trong 4 cay
trén.

a. Lap bang phan phdi xac sut cta X.

b. Tinh E(X), D(X).
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7. Mot cira hang kinh doanh thyc pham tuoi song tai mot khu dan cu qua mot thoi gian
diéu tra thi truong nhan thay luong ti€u thu thit lon X ( kg/ngay) c6 bang phan phoi xac
suat sau:

X 100 105 110 115 120 125
P 0,1 0,20 0,20 0,30 0,12 0,08

Gia thit lon mua vao 25000 dong/kg ban ra 30000 dong/ kg cudi ngay tiéu thu khong hét
phai ban voi gia 15000 dong/ kg . Néu la chu ctra hang, anh (chi) nén quyét dinh hang
ngay nén nhap lugng thit lgn 1a bao nhiéu dé c6 lgi nhuan trung binh 1a cao nhat.

8. Diéu tra luong sita tuoi dong chai X ban ra hang ngay cua mot cira hang dugc bang
phén phoi xac suat nhu sau:

X 7 8 9 10 11 12
P 0,1 0,15 0,20 0,30 0,15 0,1

MBbi chai sita vao 3.000 dépg ban ra 5.000 dong . Hét ngay khong ban dugc thi vit bo.
Theo anh (chi) cua hang moi ngay nén nhdp vao bao nhiéu chai stra dé c6 19i nhuén trung
binh cao nhat.

9. Mot nguoi trong 2 gio phong lan va 2 chau dia lan. Mdi gio phong lan c6 xac suat
song 12 0,6 néu chét trong lai 1an thir hai. Mdi chau dia lan c6 xac suit song 1a 0,7 néu
chét trong lai lan thir hai. Phong lan va dia lan néu song s& ra hoa. Gia thanh giéng phong
lan 1a 15.000 ¢ /gid, gia thanh giéng dia lan 1a 12.000 ¢/ chau. Tién cong chiam séc phong
lan va dia lan twong tng 1 20.000 ¢ va 15.000° . Tién ban mdi gid phong lan 1a 200.000"
mdi chau dia lan 14 150.000 ¢ . Hay tinh tién 161 trunh binh ma ngudi trong hoa thu dugc.

10. Khi cho 4p tring vit trong 10 ap thi 85% trimg né. Trong s vit con méi ra doi co
60% vit mai.

a. Cho 4p 5000 qua tring, nhiéu kha ning nhat c6 bao nhiéu vit mai.

b. Khi nudi xac suat sdng cta vit mai 14 0,9 , cua vit duc 13 0,8. Néu tién tring va tién ap
la 1200 dong /1 qua, tién thuc an va tién cong cham soc la 1400 dong/ 1 con( ké ca con
song va con chét). Tién ban vit mai la 6000 dong, tién ban vit duc la 5000 dong/1 con thi
chu 10 13i trung binh la bao nhiéu?.

11 . Ba véan dong vién bong ban A, B, C ¢6 trinh d6 ngang nhau tham gia mot giai ddu
theo qui tic: A va B gip nhau & tran dau néu ai thang s& dau tiép v6i C. Nguoi thing &
tran tht hai s& gip nguoi thua ¢ tran dau. Giai ddu s& két thuc khi c6 mot nguoi thing
lién tiép 2 tran. Hay tinh x4c suat thang tran cla ting nguoi.

12. M(f)t nhan vién tai mdt trung tdm tro choi dién to phu trach 20 may. Xac suat dé moi
may can sy giup do cua nhan vién trong mot gio 1a 0,1. Cac may hoat dong doc 1ap.

a. Goi X la s6 may can su giup d& cta nhan vién trong 1 gio. Tim qui ludt phin phdi xac
suat cua X

b. Tim xac suét dé trong 1 gid lam viéc c6 it nhat 1 may can dén sy giup d& cta nhan
vién.
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13. Mot 16 hang c6 8 san pham loai A, 2 san pham loai B. Rit lan luot tir 16 hang ra 1
san pham dé ki€m tra cho t6i khi gdp san pham loai B thi dung. Goi X 1a s6 san pham rat
ra.

a. Lap bang phan phdi xac sut cta X.

b. Tinh E(X), D(X).

14. Ti 1€ nguoi c6 ky sinh trung sOt rét trong mau tai mot ving mién nui 1a 0,1. Ngudi ta
tién hanh xét nghiém mau mau cho dan ¢ vung nay cho t4i khi phat hién ra mau c6 két
qua duong tinh thi dung. Goi X 1a s6 mau mau can xét nghi¢m.

a. Tinh E(X), D(X).

b. Tinh ModX.

15. Tién hanh mot day cac phép thir doc 1ap, xac sudt xuat hién sy kién A & mdi phép thir
P(A) = p. Goi X la s6 lan that bai trudce thanh cong dau tién.

a. Hay xac dinh quy luat phan phéi xac suat cua X.

b. Néu Y 1a s6 lan tht bai trudc thanh cong thir k. Hay xac dinh quy luat phan phdi xac
suatcua Y.

0 khi x <0
16. Cho f(x) =
Axe ™ khix >0

a. Tim A dé f(x) tré thanh ham mat do xéc suét.

b. Tim ham phan phdi x4c suét twong tng.

c. Tinh E(X).

17. Cho f(x) = Ae™

a. Tim A d¢é f(x) 1a ham mat do xac suat ctia bién ngau nhiénX.
b. Tim ham mat d6 x4c suit cua Y = X2

c. Tinh xac sudtP[ Y >1].

18. Cho X, Y 14 2 bién ngau nhién ddc 1ap c6 bang phan phdi xac suit sau:

X 0 2 2 Y 0 1 2

g

0,2 0,5 0,3 P 0,3 0,5 0,2
a. Hay 1ap bang phan phoi xac suatcuiaZ=X +Y.
b. Hay 1ap bang phan phoi xac suat cua U = X.Y
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c. Hiy 1ap bang phan phéi xac suat dong thoi cia (X, Y)

19. Ti 1¢ hat thoc khéng nay mam 1a 0.001. Tinh x4c suét sao cho chon ngau nhién 1000
hat thi

a. C6 khong qué 10 hat khong nay mam.
b. C6 dung 10 hat khéng nay mam.

20. Chg Xy, Xo, oon,y X,i" . .)En la day cac bién ngflu nhién ’d(f)c lap c6 D(X,,) £M Vn. Ching
minh rang day cac bién ngau nhién trén tuan theo luat so6 16n.

21. Cho Xy, Xy, ..., Xj,... X, 1a day cac bién ngﬁu nhién doc lap co lileD(Xi) =0.
n i

Chtig minh rang ddy cac bién ngau nhién trén tuan theo luat s6 16n.
22. Cac thé hé con ¢ thé hé F, co cac kiéu gen AA, Aa, aatheotilé 1:2: 1. Xét 10 ca thé
& thé hé F.
a. Tinh x4c sudt dé c6 3 c4 thé mang gen AA, 5 ca thé mang gen Aa va 2 ca thé mang gen
aa.
b. Tinh xé4c suit dé sb c4 thé mang gen cung kiéu nhiéu hon sé ca thé mang gen khac
kiéu.
23. Mot phong thi nghiém dugc cip kinh phi dé tim mot nguyén té vi luong trong mau
dat. Kha ning thanh coéng ¢ thi nghiém dau 13 0,5 v6i chi phi 10 triéu. Néu thi nghiém
dau that bai kinh phi dugc tang 1én 15 tri¢u dé thém cac loai hoa chat mdi nén xac sudt
thanh cong 1a 0,6. Néu thi nghiém lan nay ciing that bai thi kinh phi van duoc cip nhu
lan thir 2 va x4c sudt thanh cong cling 1a 0,6. Néu 1an nay that bai viéc thi nghiém két
thac va phong nay duoc coi 1a khong hoan thanh nhiém vu. Goi X 14 s6 tién phong phai
dung.Tinh E(X).
24. Cho: f(x)={0 x<0

Ax’e™ x 20
a. Xac dinh A dé f(x) 1a ham mat d6 xac suat ciamdt bién ngiu nhién X nao do.
b. Tim ham phan phoi x4c suat twong ng.
c. Tinh: PO<X< 1)
d. Tinh ki vong va phuong sai cua X
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0 x <0
25.Cho: f(x)=9 =
ke 2® x>0
a. Tim k dé f(x) 1a ham mat 13 ham mat d6 xac suat ctia bién ngau nhiénY nao do.
b. Tim ham phan phdi x4c sut twong tng.
c. Tim ki vong va phuong sai cua Y.

26. Ti 1¢ ngudi c¢6 ky sinh tring sét rét & mdi ngudi dan ving cao 1a 0,2. Thir mau 900
nguoi dan ¢ vung cao noi trén.

a. Tinh xac suit dé s6 mau méau c6 ky sinh tring sot rét nim trong khoang tir 156 dén
204.

b. Tinh x4c suat dé s6 mau méau co ky sinh trung sot rét khong nhé hon 120

c. Tinh xé4c suat dé s6 mau méau co6 ky sinh trung sot rét khéng 16n hon 150.

27. XAc suit ciia mot loai hat giéng nay mam sau khi gieo 12 0,8.

a. Phai gieo it nhét‘bao nhiéu hat dé véi xac suat khong nhoé hon 0,977 c6 thé tin rang co
trén 100 hat ndy mam.

b. Phai gieo it nhit bao nhiéu hat dé Vo1 xdc suat khong nho hon 0,977 ¢6 tl}é tin rang tan
suat nay mam I¢ch khéi xac suat ndy mam khong qua 0,01 vé gia tri tuyét doi.

28. Trong luong X cua moi con bo trong mot dan bo la bién ~ngﬁu nhiéncé phan phoi
chuan véi ki vong 300 kg va do 1éch chuan 50 kg. Chon ngau nhién 1 con bo trong
chudng. Tinh xac suat dé con bo dugc chon :

a. Co trong lugng trén 350 kg.

b. C6 trong luong tir 250 dén 350 kg.

c. Chon ngiu nhién 4 con bo trong dan bo ndi trén. Tinh xac suat dé 2 trong 4 con bo
duogc chon c6 trong lugng tir 250 dén 350 Kg.

29. Trong lugng mdi con ca chép trong hd 1a mot bién ngiu nhiéncd phan phdi chuan véi
ki vong 2 kg va do 1éch chuan 0,4 kg. Ca c6 trong lugng dén 1,5 kg 1a c4 loai ba, ca co
trong luong tur 1,5 kg dén 2,5 kg 1a ca loai hai, cé c6 trong lugng trén 2,5 kg 1a ca loai
mot.

a. Bat mot con cé trong ho, tinh xac suét dé con ca bat duoc 1a ca loai hai. Bit 1000 con
ca trong ho thi kha nang nhat c6 bao nhiéu ca loai hai

b. C6 nguoi bat ngau nhién 3 con cé trong ho thi kha nang bat dugc 3 con ca cung loai
16n hon kha nang bat dugc 2 con ca cung loai. Theo anh (chi) y kién trén 1a dung hay
sai? Tai sao?

c. Bt 5 con céa trong hd, tinh x4c sut dé 1 con loai mét, 3 con loai hai va 1 con loai ba.

30. Mot nguoi chuan bi 10 hdc dé trong bi, mdi hoc gieo mot hat xac suat nay mam cua
moi hat 1a 0,9.
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a. Tinh xéc suat dé co it nhat 1 hoc khong co hat nay mam.

b. Biét mdi hdc c6 hat nay mam ciy bi s& sdng va ra qua dem ban dwoc 50.000 . Tién 10i
thu duoc tir 10 hoc bi trén 1a bao nhiéu?

c. Mot nguoi gop ¥ mdi hdc bi nén gieo 3 hat, néu mdi hdc ¢6 hon 1 ciy non thi nho bo
chi dé lai 1 cay véi 1ap ludn 1a lam nhu thé xac suat dé ca 10 hoc déu co cay non s€ 16n
hon 0,90. Anh (chi) ¢c6 dong y véi lap luan trén khong ? Tai sao?

31. Nang suét lta X & mot dia phuong 13 bién ngiu nhién c6 phan phdi chuan véi ki vong
60 ta va dg 1éch chuan Ia 5 ta/ha. Gat ngau nhién 5 thua rudng.

a. Tinh xé4c suét dé trong 5 thira rudng duogc git c6 2 thira rudng c6 ning suat léch khoi ki
vong khong qué 2 ta.

b.Tinh xé4c suat dé trong 5 thira rudng duoc git co it nhat 1 thira rudng c6 ning suat 1éch
khoi ki vong khong qua 2 ta.

32. Cac khach hang mua xe hoi tai mot dai 1y néu vi 1y do niao d6 khong vira y, chiéc xe
da mua duoc tra lai trong vong 2 ngay sau khi mua va dugc lay nguyén tién. Moi xe bi tra
lai nhu vay dai ly bi thiét hai 5 triéu dong. Ti 1€ xe bi trd lai 14 10 %. C6 100 xe méi dugc
ban ra.

a. Tim ki vong va d¢ léch chuan s6 xe bi tra lai.

b. Tim ki vong va d6 1éch chuan ctia s6 tién dai 1y bi thiét hai.

33. Bién ngiu nhién X c6 phan phdi Poisson v6i A = 10. Tinh xéac suat dé X khong vuot
qua 3.

34. S4 1an truc tric cua mot mang may tinh & mot truong dai hoc trong mot thang c6 phan
phoi Poisson vai A = 2. Tinh xac suat dé trong mot thang c6 5 may bi truc trac.

35. Bién ngiu nhiénX c6 phan phdi mii v6i ki vong 1a 2. Hay tinh x4c suat dé X nhén gia
tri nho hon 3.

36. Mot cai bia hinh chit nhat c6 chiéu dai 6m, chiéu rong 4m. Mot ngudi nham ban vao
bia, Goi X, Y lan luot la khoang céch gitra diém cham cua vién dan v6i mat phéng chua
bia tdi 2 truc d6i xtng cta bia. Biét X c¢6 phan phdi chuan véi ki vong 12 2 m va do léch
chuén 0,9m. Y c6 phan phéi chuén véi ki vong 1a 1,5m va do 1éch chuén 0,6m va X doc
lap véi Y. Tinh xéc suét dé vién dan duoc ban trung bia.

37. Cho vecto ngau nhién 2 chiéu c6 bang phan phdi xac suat dong thoi sau:
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0 1 2 3

0,05 0,10 0,05 0,10
0,01 0,05 0,10 0,10
0,05 0,10 0,05 0,15
a Tim phéan phdi ctia cc thanh phan X,Y.

b. Tim Cov(X,Y), p(X, Y).

c. Tim phan phdi cua )% -9 va tinh E()% _ 2).

\ A Ao o Y N g Y
d. Tim phén phoi cua & _1Va tinh E( & -1 ).

N~ ||
b

38. Xéc su~€'1t sinh con tra@ 12 0,5 véi moi ngudi me. Mot gia dinh du” dinhNC(') 3 con. Goi X
1a bién ngau nhién chi s6 con gai trong gia dinh ¢6 3 con. Y la bién ngau nhién chi day
cac tré em co gioi tinh lién nhau, chang han néu ¢6 3 dua tr¢ déu la gai hodc déu la trai thi
Y = 1. Néu dtra dau la gai, dra tha hai 1a trai, dira tha ba 1a géi thi Y = 3.

a. Hay 1ap bang phan phdi x4c suat dong thoi cua vecto (X,Y).

b. Goi Z 1a chi phi vé quan 4o biét Z = X +Y +10 . Hiy lap ham phan phdi x4c suét cia Z.
c. Tinh ki vong va phuong sai cua Z.

39. X4c suat dé mbi cdy séng sau mot thoi gian trong 13 0,8. Trong 400 ciy.
a. Tinh xéc suat dé c6 tir 300 ciy dén 340 cay sbng.

b. Tinh xéc suat dé s6 ciy song khong nho hon 300 cay.

c. Tinh xac suat dé s6 cdy séng khong quéa 340 cay.

40. Ti 1& nguoi c6 ki sinh tring sot rét tai mot ving dong bang 1a 0,001. Xét nghiém 4000
mau mau.

a. Tinh xéc suat dé c6 8 mau c6 ki sinh tring sot rét.

b. Tinh xéc suat dé dé khong c6 qua 5 mau mau c6 ki sinh tring st rét
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Chwong 4:
Nhirng khdi niém co bdan mo dau vé thong ke.

Théng ké toan hoc c6 thé coi 1a mot phuong phap khoa hoc phan tich va xu 1y dir lidu
c6 dugc nho cac thi nghiém, cac cudc diéu tra nghién ctru cac hién tugng ty nhién, cac
van dé ky thuét ciing nhu cac van dé xa hoi. Nhiing dir liéu ¢ day co thé 13 nhimg dic
tinh dinh tinh, cling c6 thé 1a nhting dac tinh dinh lugng. Tur nhitng dir liéu thu thap duogc,
dua vao cic quy luat xac suat dé dua ra nhitng quyét dinh, nhitng danh gia va cac du bao
vé nhitng hién tugng dang duoc thi nghiém hodc dang dugc quan sat 1a myc dich cua
thdng ké toan hoc.

I. Tong thé va mau.

1.Téng thé va kich thwéc ciia tong thé.

Khi nghién ctru hodc quan sat mot hoic mot sé ddc tinh cta cac phan tir trong mot tap
hop nao d6 thi tap hop cac phan tir nay duoc goila tong thé hodc dam dong, mdi phan tor
thudc tap hop nay dugc goi 1a cac ca thé cua tong thé hoic ca thé cia dam dong. Chang
han nhu khi nghién ctu chiéu cao cua thanh nién Viét Nam ( c6 tudi tir 15 dén 30) thi
tong thé gdm tat ca cac thanh nién Viét Nam & thoi diém bat dau nghién ciru, dac tinh ma
ta nghién ctru 1a mot dic tinh dinh lugng d6 1a chiéu cao cua moi ca the trong tap hop
thanh nién Viét Nam. Khi dleu tra mot loai bénh méi Xuat hién trén gia cam tai cac tinh
thudc dong bang Bic Bo thi tong thé 1a toan bd gia cAm dang duoc chin nudi tai dong
bang Béc B§. Dac tinh ma ta quan tdm t6i trong truong hop nay la mot dac tinh dinh tinh
xét moi ca thé gia cam trong tong thé c6 hodc khong c6 loai bénh ma ta quan tam. S6
luong cac ca thé trong mot tong thé duoc goi la kich thudc cua tong thé . Nguoi ta
thudng dung chir hoa N dé chi kich thudc cia tong thé .Thong thuong kich thude tong
thé rat 16m. Chinh vi vy viéc xét mot hoac mot s cac déc tinh cua tat ca cac ca thé trong
tong thé sé tén keém vé thoi gian, cong stre cling nhu tién cua. Trong nhiéu truong hop
viéc nghién ctru tat ca cac cd thé cta tong thé 1a khong kha thi vi s6 luong ca thé & tong
thé c6 mit trong thoi gian nghién ctru ludn bién dong. Chang han viéc xét tudi tho cua tat
ca cong dan Viét Nam 1a mot viéc 1am khong kha thi. Trong nhiéu truong hop khac viéc
nghién clru tit ca cac ca thé cua tong thé lai 1a mot viéc 1am khéng ¢ ¥ nghia. Néu can
danh gia chat lugng bia ciia nha may bia Ha Noi san xuét trong mot thang ma dem mo
tat ca cc chai bia nay ra dé kiém tra thi khong thé chip nhan duogc vi sau khi kiém tra s&
khong con bia dé ban.

2. Miu va kich thuéc miu.

Mot tap hop cac ca thé lay ra tir tong thé goi 1a mau. S6 lugng cé thé co mit trong mot
mau goi 1a kich thudce cua mau. . Nguoi ta thuong dung chtr n dé chi kich thuoc mau
Kich thudc ctia mau thudng nhd hon rat nhidu so véi kich thudc cua tong thé. Tir tong
the da cho ta ¢6 thé lay ra nhiéu miu khac nhau véi cing mot kich thuée n. Tap hop tat
ca cac mau co thé iy ra duoc tir tong thé duge goi 1a khong gian mau. Néu dic tinh ma
ta nghién ctru la dac tinh dinh luong X thi voi mot mau cuy thé c6 kich thude n, ca thé thir
1 trong mau co dic tinh X = x; thi bd sb
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(X1, X2, ..., Xi, ... Xn) cting duge goi 1a mot mau. Tap hop tit ca cac bo n so tuong rng voi
tap tat ca cac mau co cung kich thudc n cling dugc goi la khong gian mau. Trong truong
hop nay khong gian mau 1a mot tap con cua khong gian R".

Thay vi nghién clru tat ca cac ca thé c6 mat trong tong thé ta chuyén sang nghién ctru mot
bd phan ctia tong thé 1a mau vi vy mau phai dai dién mot cach khach quan nhat cho tong
thé. Dé dam bao yéu cau trén, ngudi ta dua ra cac phuong phap liy mau sau.

3. Cac phuong phap lay mau

3.1 Ldy mdu ngau nhién khong hoan lgi: Danh sO céac ca thé trong tong thong thé turl

dén N. Rt ngau nhién 1an lugt n ca thé dua vao mot mau. Tir phwong phép 1dy mau nay
1

ta thay: xac suat dé ca the dau ti€én c6 mat trong mau la N’ xac suat dé ca thé thiri co

mit trong mau 13 ——.
N-1+1

3.2 Lay mdu ngau nhién ¢ hodn lgi: Dénh so cic ca thé trong tong thé tr 1 dén N. Rit
ngau nhién tir tong thé ra 1 ca thé, ghi dac tinh cua ca thé nay roi tra ca thé do vé tong
thé, dic tinh vira ghi dugc coi 1a phan tir dau ctia miu. Viéc xac dinh cac phan tir tiép
theo ctia miu ciing dugc 1am twong ty nhu trén. T phuong phéap 1dy mau ngiu nhién c6

\ . A , A A X Ie A r - X \ 1 X , A r - A
hoan lai ta thay: xac suat dé moi ca thé c6 mat trong mau la ﬁ MOoi c4 thé c6 mat nhiéu

lan trong mAu.

Ta nhan thiy rang véi kich thudc n, s6 lugng cac mau trong truong hop 1dy mau khong
lap 1a A"\, s6 lugng cac mau trong trudng hop lap N . Khi N 16n hon rat nhiéu so véi n
thi A"y va N" sai khac nhau khong déng ké vi vay viéc 1ay mau c6 hoan lai ciing gan
gidng nhu viéc 1dy mau khong hoan lai.

3.3. Ldy mdu theo cdc 16p: Dé miu dai dién mot cach khach quan nhat cho tong thé 1a uu
tién hang dau cua viéc 1dy mau. Trong nhiéu truong hop nguoi ta chia tong thé ra lam k
16p roi tir mbi 16p 1ay ngau nhién ra mot sd ca thé dua vao mau. Néu sd luong cic ca thé
& 16p thir i 1a N; thi s6 ca thé duoc chon dua vao miu cua 16p ndy 1a n; can thoa min

n N

3.4: Lay mau theo chu ky : Trong viéc klem tra chat luong cac san pham cong nghiép
dugc san xuat theo day chuyén viéc ldy mau ngau nhién s€ gap kho khan va tén kém.
Phuong phap 1dy mau theo chu ky to ra thudn loi trong nén san xuat cong nghi€p hién
dai. Ctr sau mot chu ky gom T san pham ta iy ra mot san pham dé dwa vao mau. Dé
tranh sy trung 1ap cua chu ki san XUAt ra cic san pham t0t xau cta day chuyén véi chu ky
lay mau ta c6 thé thay dbi chu ky T trong cac dot lay mau khac nhau véi muc dich mau
phai dai dién mot cach khach quan nhat cho tong thé .

Cac phuong phap lay mau trén 1a cac phuong phap phd bién trong viée thu thap cac du
lidu.Viéc 1y mau tt, x4u theo nghia c6 khach quan hay khong anh huong rat 16n t6i viée
dua ra két luan co chinh xac hay khong vé cac dic tinh ¢6 mit trong tong thé .

I1. Bo tri mau va phdan phoi mau.

Khi nghién ctru dic tinh dinh lugng X & tong thé bang cac phuong phap ldy mau ta nhan
dugc mdt mau c6 kich thude n gom n so ligu:
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X1y X2y eev 5 Xjy eeey Xpo
Dé khai thac va xir 1y cac thong tin chira dung trong day sO liéu ndy ta can sap xép sd lidu
nham dé& dang nhan ra cac dic trung cta diy sé lidu do.

1. Sép xép sb liéu

Thong thuong ta sip xép s6 liéu theo thir tu ting dan. Dy sd liéu nay wu diém hon day
s6 lidu ban dau, ta c6 thé d& dang nhan biét gia tri nho nhét va gia tri 1on nhat cta céac sb
liéu mau. Biét duoc bién d6 dao dong cua cac s6 liéu mau. V&i cach sép xép nay ta dé
dang nhan biét cac sb liéu c6 mit trong mau hon mot 1an vi cac sb lieu béng nhau duoc
xép lién nhau.

1.2 Sdp xép mau theo bang tan sé va tan sudt mau.
Bang tan s6: La bang hai dong sau:

Xi X1 X2 ... Xj eee Xk
n; ni np .. nj .. Nk
Day trén ghi cac gia tri co thé co cua mau theo thtr tu tang dan dong dudi ghi tan s6
tuong ung. Tan s6 mau la so ca thé c6 dac t1nh X =x; trong mau. Béng tan s6 mau cho ta
nhiéu théng tin hon  day s lidu duoc sap xép theo thir tr tang dan. Ngoai nhing thong tin
¢ duge nhu day s liu duoc sap xep theo thir ty ting dan, ‘qua bang t tan so ta co thé biét
dugc s6 lidu nao c6 mit nhiéu nhat, sé liéu nao c6 mat it nhat trong mau.

Bang tan suat: Gia tri f; = —idu’qc goi 12 tan suat clia ca thé co6 X = x; trong mau. Bang
n

tan suat mau 1a bang sau:

Xi X1 X2 ... Xj eee Xk
fi f) f .. fi ... fx
Ngoai nhirng thong tin c6 duoc nhu’ bang tan s6 mau ta con biét dugc ty 1& phan trim
dong gop cua s6 li¢u mau.

1.3 Biéu dién bang do thi:

Trong mat phang Oxy voi Oy 1a tryc chi tan s6 n;, Ox chi gia tri mau x;. Xét tap cac diém
M; (xl, nl) n01 M véi diém nam trén truc hoanh ¢6 hoanh dd Xj ta co biéu dd hinh gay
biéu dién tan s6. Ciing trong mit phiang Oxy voi Oy 1a truc chi tan suét f; , Ox chi gia tri
mau x;. Xét tap cac diém Ni(x;, ny), ndi N; véi x; ta ¢6 biéu dd hinh gay biéu dién tan suét.
Céc biéu dd nay thé hién boi hai hinh sau. Liy ty 1é trén truc Oy trong biéu do tan suét
gap n 1an trén biéu do tan s6 ta duoc hai biéu dd gidng nhau.

A n, Af;.
X, X o X X v X1 X, o X1 Xu v
Hinh 1 Hinh 2
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No6i diém M; véi dlem Ml+1, N; véi dlem N1+1 voii =1, k-1 ta dugc cac duong gap khuc
g01 la cac da giac tan sé va da giac tan suat Neu ty 1€ trén truc tung cua da giac tan suét
gap n 1an ty 18 trén truc tung cia da giac tan so thi hai da giac nay 1a nhu nhau.

A f
A n; i
| |
] ]
1 I 1
1 1 1 I 1
1 1 1 1 | 1
] ] 1 ] ] ! [}
1 1 | | I | | |
| | | | - >
X, X o Xp1 X v X; X o X1 X r
Hinh 3 Hinh 4

Hinh 3 va hinh 4 1a cac hinh v€ da giac tan s6 va da gidc tan suat.

2. Sip xép so liéu theo cac 16p: Khi kich thudc miu 16n dé thuan tién cho viéc phan
tich va xtr Iy s0 liéu ta c6 thé chia mau ra lam k 16p ké tiép vdi cung do rong
- gid tri I6n nhat cua mau - gid tri nho nhat cia mau
k
Khi d6 mau duogc sap xép theo bang sau:

Lop [X1, X141) (X141, X1920) | oo | [Xisoon Xawi) | o | [Xisgen Xkl
Tan so n; n np n; Nk
Tan suat fi f1 fz f2 fk

n; = sO cé the c6 ddc tinh X thod man X 4.1y <
X < X14i €O trong mau

n, . x £ x , , ;LA X A 1x ;.
fi= —-1a tan suat mau cua cac cé thé¢ mau thudc 16p thir i.
n

Céc hinh sau goi 1 biéu d6 twong tmg v6i mau duge bo tri theo 16p. Néu coi mdi 16p c6
d6 rong bang mot don vi dai thi mdi hinh chir nhat ¢6 day |x, ., ;x| trong hinh 5 ¢6
dién tich bang n; . M&i hinh chir nhat voi day 13 |x,.,, ; %,,] trong hinh 6 ¢6 dién tich
la fi. Néu ndi trung diém céac canh phia trén cua cac hinh chir nhat lién ké ta dugc da giac
tan sO va da giac tan suat tuong ung .

Xi X1 X2 Xi Xk
fi f] f2 fi fk
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Hinh 5 Hinh 6

3. Ham phan phoi miu.
Véi mau cho boi bang tan suat:

Ham phan ph6i miu 14 ham cho bai:
0 khi  x<x
fi khi x, <x<x,

F,(x)=
() i+ttt f, khi x <x<x,

1 khi  x=x,

Nhan thdy rang: ham phan ph01 mau phu thudc vao mau va kich thudc cua mau. V6i hai
mau cé cung kich thudce co thé nhan duoc hai ham phan phbi mau khac nhau. Gia st dic
tinh dinh lugng X & tong thé c6 ham Pphan phdi F(x) .

Dinh ly Glivenco- Katelh da chi ra rang: v&i moi s6 thuc x, Sup IF,(x) - F(x)I hdi tu hau
chic chan toi 0 khi n tién ra vo cung. Didu nay c6 nghia la v6i n du lon ta c6 thé l1ay phan
phéi mau thay cho phan phdi xac suat chua biét ciia tong thé.

III. Mdu ngau nhién va cac dac trung mau.

1. MAu ngiu nhién.

Gia st dac trung bién X & m(~)1 ca thé ¢ tong thé 1a mot dai lugng ngau nhién c¢6 ham
phéan ph01 xac suat F(x), ta tién hanh mot phép lay mau ngau nhién co kich thude n. Goi
Xila bién ngdu nhién chi gia tri X cua ca thé thir i trong mau, ta thay cac X; 1a cac bién
ngau nhién cé cing phan phéi xac sudt véi X. Vi mdi mau cu thé X; sé cb gid tri xac
dinh 1a x;. Do viéc léy mau la doc 1ap nén day
X1, X, ..., X, la cac dai luong ngﬁu nhién doc lap.

Ta co the hleu vécto ngau nhién ( Xl, X2, .. Xj,.., Xp ) trong d6 X doc lap voi X khi i ;tJ
va cac X; c6 ciing phan phdi xac suat v6i X dugc goi 1a mot mau ngiu nhién lay tir tong
thé da cho.

Vi mdi mau cu thé ta co mot by n ) thuc (X1, X2, .y Xi, ..., Xpn), DO ) nay nay goi la
mot thé hién ctia miu ngdu nhién ( X, Xa, ... Xj,.., X, ) Gng véi maiu dang xét.
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Vi du : Xét tong thé 1a tap sinh vién Viét Nam, dac trung X l1a chiéu cao ctua mdi sinh

vién. Xét mot mau co kich thuée n = 10, véc to ngau nhién:
( X1, Xa, ..., X10 ) v6i X; 1a chiéu cao cta sinh vién thi i trong mau 1a mot mau ngiu
nhién. Vi mot mau cu thé

x1=1,65; xo =1,52; x3 =1,60; x4 =1,65; x5 =1,70

X¢=1,58; x7 =1,68; x5 =1,72; X9 =1,52; X;0=1,60
Bo s6 (1,65; 1,52; 1,60; 1,65; 1,70; 1,58; 1,68; 1,72; 1,52; 1,60) 1a mot thé hién cua
mau ngéu nhién ( X, X, ..., Xi0 ).
2. Cac dic trung miu:
2.1 Ham mdu (thong ké ): Ham g( X, Xo, .., Xy) v6i ( X1, Xa, ., Xy ) 12 mot mau ngau
nhién goi 1a mot ham mau hay mot thong ké .
Vi mau (X1,Xs, ..., Xy ) 1a mot véc to ngau nhién nén g( X, Xo, ..., X, ) 1a mot bién
ngau nhién. Vi mau cy thé bién ngdu nhién X; = x; véii=1,2...,n
a(xy, X2, ..., Xp), 12 gia tri cu thé ma thong ké g( Xi, Xy, ..., X, ) nhan twong trng voi mau
da cho Phan ph01 X4c suét cua thong ké g ( Xy, Xy, ..., X, ) phu thudc vao phan phoi
xac suat ciia biénngau nhién X & tong thé .
2.2 Trung binh va phwong sai mau.
Xét mau ngéu nhién ( X, Xo, ..., X,)

Théng ké X =l( X1+ Xo + ..+ Xy) goi 12 trung binh mau. Véi mau cu thé:
n

- 1 N \ N X A , e
(X1, X25 wves Xp)y X =— (X14 X24 ...+ Xp) 12 gia tri ma trung binh mau nhan dugc tng véi
n
mau da cho. Ta coi x 1la mot thé hién cia X vdéi mau da cho.

Théng ké: §? -1 > (X, —X)” goi la phuong sai mau chua hiu chinh,

i=1

=l Z(xi —x)? cling dugc goi 1a phurong sai mau chua hiéu chinh véi y nghia n6
i=1

12 mot thé hién cua S? ung voi mau cu thé.
Théng ké: S* :Ll Z(Xi ~-X)? goi 1a phuong sai mau da hiéu chinh,
n—1 4

I < 2 o~ D DX a .
s? :—1 Z:(xi —x)? ciing duoc goi 1a phuong sai mau da hiéu chinh tuong
- i=l
imng voi mau da cho.
Pé phan biét trong phan con lai ctia gido trinh ta sir dung cac chir viét hoa chi cac théng
ké ctia mau ngau nhién va cac chir khong viét hoa chi cac thé hién twong tng,

Thong ké: S goi la dg 1éch chuén mau chua hiéu chinh va § 1a thé hién cua S vé&i mau
da cho.
Thong ké : S goi 1a d6 1éch chuan mAu di hiéu chinh va s 14 thé hién ciia S voi mau da
cho.
Khai niém chua hi¢u chinh va da hi¢u chinh cua phuong sai mau sé gidi thich ¢ chuong
sau. Ta c6 thé tinh cdc thong ké trén theo cong thuc sau:

—_ _— n

§ =X X8t =8 vei X2 =L

n—1
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Vi du : Mot mau cho béi bang tan so6 sau:

Xi 50 52 54 56
n; 2 3 3 2

Tacod: x :% (2.50 + 3.52 +3.54 + 2.56 ) = 53

§% = io [2(50- 53)* +3(52 -53)* + 3(54-53)* +2(56-53)*] = 4,2

¥ = ; [2(50- 53)* +3(52 -53)* + 3(54-53) +2(56-53)°] = 14

§ =442=205,s=2,16.

Trong thyc hanh chiing ta chi tinh céc thé hién cia thong ké ing v6i mot mau cu the, dé
thuan 191 cho vi¢c tinh toan ta dua ra mot cong thurc khac dé tinh

. 1 & _ 1 & _
: =H Z(xi—x)2= —Z(xi—x)
i=1 i=l
:>§2=l ixzi—— X; +— ZX )= — ixzi—gz
n i=1 i

n o

5 —2
bat x :—letacos =x>-Xx ,taciling co
nll

§% suyra 2= L(X2 —;2)
n-1 n—1
2.3 Mét s6 dic trung mau khéc: Do cac dic trung néu ra dudi day khong dugc st dung
pho bién trong phan con lai ctia chuong trinh nén ching t6i chi néu ra cac thé hién cta
cac ddc trung mau ngau nhién tuong Gmg véi mot mau cy thé.

2
S =

n

Mo men mau cip k 1d s6 my(0) = — >xt
i=1
~ , , 1 & —
Mo men trung tim mau cap k 1a s6 my =— )" (x; —x)*
i=l
A A1 A ks X1y A m
H¢ s0 bat doi xirng mau 1a s6: hs = Ask
S

m,
§4

H¢é s0 nhon mau la so : h,= -3

IV Mt 56 phén phoi xdc sudt thuwong gap trong thong ké .

Phan phdi chuan 1a mot phan phdi kha phd bién, cac bién ngau nhién gip trong nhiéu linh
vuc thuong c6 phan phdi chuan hodc xap xi chuan. Céac biéu thirc dugc trinh bay trong
phan con lai cua théng ké déu co lién quan mat thiét dén phan phdi chudn. Muc nay gidi
thiéu ( khong chimg minh) mot s6 dinh 1y vé phan phdi chuan va cac phan phdi cé lién
quan dén phan phdi chuan.
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1. Cac dinh Iy vé phén phdi chuan. , 7
1.1 Pinh ly 1: Néu bién ngau nhién X ¢6 phan phoi chuan véi ky vong | va phuong sai

1 X - r A A A <
6’ thiZ= H c6 phan phdi chuan tac.
c

Mot bién ngdu nhién X c¢6 phan phdi bat ky véi ky vong a va phuong sai 1a b thi bién
Z = % goi la bién di dugc chuin hoa. Nhu vay chuan hoa mot bién ngéu nhién co
phan phdi chuan ta dwoc mot bién c6 phan phdi chuan tic.
1.2 Binh Iy 2: Néu X va Y 13 hai bién chuin doc lap, E(X) =px, D(X) = 6 °x ;
E(Y) =py, D(Y) = 6y thi:

1/Z =X + Y c6 phan phdi chuan véi ky vong 1a tong cta hai ky vong va phuong
sai 1a tong cua hai phuong sai.

2/Z =X -Y cé phan phdi chuan véi ky vong 1a hiéu ciia hai ky vong, va phuong
sai 13 tong ctia hai phuong sai.
Téng, hiéu cua hai bién chuan doc 1ap ciing 1a mot bién chuan.
1.3 Dinh Iy 3: Néu X, Xa, ..., X, 1 ddy cac bién chuan doc 1ap co cung ky vong [ va

phuong sai 6°thi Z = Pl Jn c6 phan phéi chuan tic.
(&)

6 do X = l( X+ Xo# ... +X,, ) 14 bién trung binh ciia ddy bién ngiu nhién chuan
n
X1, X2, oes Xpne

1.3 Dinh Iy 4: Néu Xi, Xa, ..., Xu; Y1, Ya, ..., Yi 14 ddy cac bién ngau nhién chuan, doc
lap, Xi ~N(ux, 6%) Vi=1,n;Y; ~N(uy, 6%) V j=1, m thi bién

X-Y- (Lx —Hy)

\/GZX (52Y
+

n m

X la trung binh cua day céac bién: X4, X, ..., X,

Y la trung binh cua day cac bién: Y1, Yo, ..., Yo

Z= c6 phéan phdi chuén tac.

2.Phan phéi khi binh phwong x’. o o
2.1. Binh nghia: Néu X, Xy, ..., X, 1a cac bién ngau nhién ddc 1ap c6 phan phoi chuan

téc thi bién ngdu nhién Z =" X,” duoc goi 1a bién ngdu nhién c6 phan phdi khi binh
i=1

phwong véi n bac tu do. Ky hiéu Z ~ %,

2.2 Pinh Iy 1 : Néu Z ~ %, thi ham mat d6 ciia Z c6 dang:

0 khi z<0
f(z) = . 2 khiz>0
22 F(5)
Trong d6 ham: I'x)= Tt"‘le_‘dt ,x>0.
0
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2.3 Dinh [y 2: Néu Z ~ %, thi E(Z) =n va D(Z) = 2n.

Ham mét do va ham phén phdi xac suit ctia phan phdi %, phu thudc vao bac ty do cia
phan phdi . Hai hinh sau cho ta d6 thi ham mat do va ham phén phdi xac suét khi binh
phuong g vdicac bactydon=1,n=4,n=10.

i(z) 1 f(z)
n=1
n=4

n=10

> 0 z
Hinh 7 Hinh 8

2.4 Pinh Iy 3: Néu X, Xo,. .. .. Xj,. . Xy la cac bién ngau nhién chuan, doc lap,

X; ~N(pt, 62 thi bién Z="2 _21 S”1a bién ngau nhién c6 phan phdi y72,

c

L (X, -X)%, X 1 ( X+ Xot ... X0 )
n—1°3 n
Khi coi vec to ngau nhién (X, X, ..., X,) 12 miu ngiu nhién ctia bién X ¢ tong thé c6
phan phéi chuan véi ky vong W va phuong sai 6> thi S % 1a phuong sai mau da hiéu

chinh va X 1a trung binh mau.

3.Phan phéi Student ) 3 ) o

3.1 Dinh nghia: Néu X va Y 1a hai bién ngau nhién doc 1ap , X c¢6 phan phoi chuan tac, Y
X

JY

Khi d¢ ta ky hi¢u Z ~ S, hoac Z ~ T,

3.2 Pinh Iy 1: Néu Z ~ T, thi ham mat d6 cua Z 1a

c6 phan phdi x 2 thi Z=—=+/n 1a bién ngiu nhién c6 phan phdi Student véi n bac ty do.

n+1
I'——)
fz)= n : 1 o+l
F(z)m (1+tj ’
n

3.3 Pinh Iy 2: Néu Z ~ T thi Z khong c6 ky vong va phuong sai .
Néu Z ~ T, thi E(Z) = 0, D(Z) khong ton tai.

n
n-2
Do ham mat d§ ctua phan phéi T, 1a ham chdn nén néu Z ~ T, thi

PlZI Za ] =2P[0<Z<a],Va>0.

Ham mat do va ham phén phdi T, cling phu thudc vao bac ty do n. Hinh v& sau 13 d6 thi
ctia ham mat do phéan phdi T, trong cac truong hgpn=1,n=35 van = 10.

NéuZ~T,véin>2thiE(Z)=0,D(Z) =
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flz)}

Hinh 9
3.4 Dinh Iy 3: Néu X, X, ..., X, 1a cac bién ngiu nhién doc 1ap, X; c6 phan phdi chuan
tic voi ky vong [ va phuong sai 62 thi bién ngu nhién

7 =X7H

Jn c6 phan phdi Student véi n - 1 bac tu do.

3.5 Pinh Iy 4: Néu Xy, Xa, ..., Xu; Y1, Yo, ..., Y 12 ddy céc bién ngiu nhién doc 1ap,
E(Xi) = ux, Vi=1,n; E(Y;) =py,Vj=1,m,

D(X;)) =D(Y;), Vi= 1, n, V j = 1, m thi bién ngiu nhién Z = X"Y"l(“XI_“Y) 6
Si[—+—
n m

phan phdi Student véi n + m - 2 bac ty do.

X = lZ:Xi 13 bién ngau nhién trung binh cua diy cac bién:
n g

X], Xz, . ,Xl . Xn

Y= iZ:Yj 1a bién ngiu nhién trung binh cta diy cac bién

m j=1
Y15 Y25 '“7Ym
X -X)+D.(Y,-Y)
§? =21 B S=+/s*
n+m-2

4.Phan phoi Fisher- Snedecor. ) N
4.1 Dinh nghia: Néu X va Y 1a hai bién ngau nhién doc 1ap.

X . e X A , ~ O
X" Y ~*mthiZ = —.% dugc goi la bién ngau nhién c6 phan phoi Fisher- Snedecor
n

v6in, m bac tu do. Ki hi¢u Z ~ F, .
4.2 Dinh Iy 1: Néu Z ~ F,_, thi ham mat d¢ ctia Z 1a :
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© ‘

r n+mj n n-2 n _n+m
f(z)= 2 m,) z2(A+—2z) 2 néuz>0
m

2 —
4.3 Pinh Iy 2: Véim >4, E@Z) = — 2 D(z)= 2 (n+m=2)
m-—2 n(m-4)(m-2)

Khim <2, E(Z) va D(Z) khong ton tai, khi 2< m <4 thi E(Z) =

m 3 con D(Z) khong

ton tai. Him mat do va ham phan phdi cua phéan phdi F, , phu thudc vao n va m. Hinh
v€ sau cho ham mat d¢ cua phan phoi Fisher - Senedecor trong cac truong hgpn =6, m =
6;n=12, m=6;n=6,m=060.

fiz} | fiz)

IIII n:ﬁ, m=& n=l5/m':ﬁ ‘__.-"f
\ -

/ n=12, meg
><.<\\\n=12,m=6 / V s

N n=f, m=60 1=6, m=50
,l'.l 23‘:::_-_\-\-&"""\-\-.,_\_& _,:"f -f__.f'
L——-"’FFTR“\ “a,,q__l — E.r -
] F 4 5] a8 id 12 14 =z o = ‘;
Hinh 10 Hinh 11

4.4 Dinh Iy 3: Néu Z ~ F,_pthi % ~Fmn .

4.5 Binh ly 4: Néu X1, Xo, ooy Xz Y1, Yo, ooy Yo 12 day cac bién nga:lu nhién chuén doc
lap,
Xi ~N(fy.03)Vi=1LnY; ~N(g;07)Vji=1m

S% = Ll (X, -X). Sy =L1 >'(Y,~Y)” thi bién nghu nhién
n—1"4 -1 =
2 r
Z = %5 ¢6 phan phoi Fisher - Senedecor vdi n-1, m-1 béc tu do.
Y
5. Phan vi mire 1-o.
Cho X 1a bién ngau nhién c6 ham phan phoi F(x), o 1a mot s6 thuc thudc khoang (0, 1) .
Phan vi mirc 1-a cta bién nge:lu nhién X 1a mot s6 X . thod man
P(X<X )<l-a<PX<X,)
Tir tinh chit ctia ham phén phdi ta co:
F(X_ )<1-a<F(X!),vily dodé X, ciing la phan vi mic 1- o ctia ham phan phdi
F(x). Xos chinh 1a trung vi ctia bién ngdu nhién X.
Nhan thay rang néu X 1a bién ngau nhién lién tuc v4i ham mat dd f(x) thi
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F((X,)= ff(x)dle—oc

Néu bién ngau nhién X c6 phan phdi chuén tic thi phan vi muic 1-o cua X duge ki higu
la U hay U(a).
Néu bién ngau nhién X c6 phan phéi khi binh phuwong véi n bac ty do thi phan vi mircl-
o cua X duge ki hiéu la g, hoac x*(a,n)

Chu y 1: Mot s tac gia dung ki hiéu: ,ﬁﬂ hoic y*(a,n)
A
y

Hinh 12
Néu bién ngau nhién X c¢6 phan phdi Student véi n bac ty do thi phan vi mic 1- o ciia X
duogc ki hi¢u la t, , hodc t(a,n)
Chu y 2: Mot s tac gia dung ki hi¢u: 7, , hodc t(n,a)
A 2)

MY

tu;. n-1
Hinh 13

Néu bién ngiu nhién X c6 phan phdi Fisher -Snederco thi phan vi mutc 1-a cua X dugc
kihi¢ulaF,, , hoac F(a,n,m)

Chii ¥ 3: Mot s6 tdc gia dung ki hiéw:  F, , , hodc F(n,m,a)
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v

Hinh' 14

6.Gioi thiéu cach tra bang trong phu luc

Pé tim U o, ta str dung bang 2 1a bang cho gia tri ciia ham Laplace.

* Yoie (0, 1), nhin trong bang gia tri ciia ham ¢ (x) xem gi tri nao gan véi 1- o nhat.

* Hang chira gié tri nay chi phan don vi va phan mudi ciia U o

* Cot chtra gia tri ndy chi phan trim cua U o

Vidul:Véi oo =0,01, gia tri gan 1- o= 0,99 nhét trong bang gia tri ham ¢ (x) 1a

0,99010 . Gia tri nay nfnp 0 hang 2,3 va cot 3. Vay U1 =2,33.
Véi a=0,025, gia tri gan 1—a = 0,975 ndy nam ¢ hang 1,9 va cot 6. Vay Ug g5 = 1,96.

Ax a2 ,
bé tim x , , ta tra bang 3.
g xi,n 1a s6 nam trén hang n va cot o.
Vidu2: %510 =18,311a phan vi mirc 1-a = 0,95 ctia phin phéi Xlzo

X 3,975,18 = 8,33 1a phan vi mic 0,025 cta phan phdi X128
Pé tim t, . trabang 4.
*t,,la s6 nam trén hang n va cot c6 gid trila 2 a.
Vidu3: t;gps,, =2,179 la phin vi mac 1-a = 0,975 cta phéin phdi T},
t o030 = 2,457,33 1a phéan vi mirc 1-o0 = 0,99 cua phéan phdi T3.
Dé tim F, .. tatrabang 5.1 va bang 5.2
Néu o = 0,05 ta tra bang 5.1. Gia tri F . m.o0s l& giao cta cOt n va hang m trong bang 5.1
Vidu4:F 16 =2,54 1a phan vi mic 0,95 cua phan phdi Fg 16
Foosia1n = 2,641 phan vi mic 0,95 ctia phan phdi Fis , 12

Néu 1-o = 0,01 ta tra bang 5.2 .Cach tra twong ty bang 5.1.
Vidu5:F,q o, =3.87 la phan vi mirc 0,99 cua phan phdi Fy 16

F o 01.30.10 = 4,25 1a phan vi mirc 0,99 cua phén phéi F30 . 10
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Bai tdap chwong 1V

1. biéu tra nang suat lta X (ta/ha) trén 10 thira rudng ta dugc bang s6 liéu sau:

Thua sb 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 45,5 1 46,0 | 47,0 | 45,5 | 47,5 | 46,0 | 48,0 | 43,0 | 44,0 | 495

a. Lap bang tan sO va tén suat mau

b. Lap ham phan phéi mau (ham tan 5O cong don)
c.Lap biéu d6 hinh que tan s va tan suat mau

d. V& d6 thi ctia ham phén phéi mau

2. Trong lugng X cua 12 con lon khi xuat chudng 1a (don vi kg)
108; 112; 108; 120; 112; 114; 115; 112; 115; 118; 116; 110.
a. Lap ham tan s6 va tan suat mau.
b. Lap ham phan phbi mau
c. Tinh trung binh mau, phuong sai mau chua hiéu chinh va da hiéu chinh. Tinh d6 léch
mau chua hi¢u chinh va da hi¢u chinh.

3. Trong lwong X ciia 20 con lon xudt chudéng cho bai bang sau:

X 85-94 95-104 105-114 115-126 125-134 135-144
n; 10 30 45 80 30 5

a. Tinh trung binh va phuong sai mau.

b. Lap biéu db tan sb va tan suat

4. Do chicu cao X cua 100 sinh vién dugc chon nge:lu nhién ta dugc bang so6 liéu sau

X [1.50, 1.55) | [1.55,1.60) | [1.60, 1,65) [1.65, 1.70) [1.70, 1.75]

n; 5 18 42 27 8

a. Lap biéu do tan so va da giac tan so.
b.Tinh trung binh mau va phuong sai mau theo céc dai di¢n.

5 Mot mau gom sd tién mua hang X ( don vi USD) ciia 50 khach hang tai mot siéu thi la:
1 5 22 (21 139 |32 |29 |47 |14 |37
21 |14 |10 |28 |26 |16 |20 |35 |41 |30
36 |6 27 (18 |17 |31 |25 |23 |54 |10
49 129 |24 |8 28 |12 (24 |25 |3 49
20 |23 |10 |13 |45 |16 |22 |58 |43 |32
a. Xép mau trén vao 6 16p c6 buoc nhay h = 10.

b. Tinh trung binh mau theo cac dai dién.

c. So sanh trung binh tinh theo dai dién vdi cac trung binh thuc.

d. Tinh phuong sai mau chua hiéu chinh va di hiéu chinh theo cac dai dién.

6. Cho Z ~ N(0, 1) Tim phan vi mtc 1- o ctia Z néu
a. 1-2=995 ; b. 1-a=099 ; c. 1-a=040 ; d. 1-a=0,975
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q

. Cho Z~Xﬁ. Tim phan vi mic 1 - o cta Z néu

o ®

. 1-a=095;n=20; d.1-a=00]1;n=28

oo

. Cho Z ~ T,. Tim phén vi mtic 1 - o ciia Z néu
. 1-00975;n=14; b. 1- a=099; n=20
1-a=005 ;n=16; d. 1-a=0,10;n=19

o

o

. ChoZ ~F, . Tim phan vi mtc 0,95 ciaZ néu
a. n=12;m=14; b. n=6;m=15
c. n=14; m=24; d n=10;m=6.

10. Cho Z ~F, . Tim phan vi mirc 0,99 ctia Z néu

a. n=8;, m=06; b. n=12; m=16
c. n=6;m=4; d. n=20; m=25.
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Chwong 5  Udc lwong tham sé

U'6c lugng tham sd 1a mot trong nhirng bai todn co ban cua thong ké toan hoc. Khi
nghién ctru dic tinh X cua cia moi cé thé cua téng thé, néu xé4c dinh dugc qui luat xac
sudt ctia X thi viéc dua ra cac dénh gia cling nhu cac du bao vé su bién dong cua tong thé
lién quan dén dic tinh nay s& chinh xéc va khach quan. Tuy nhién khong phai lic nao
chung ta ciing xac dinh dugc qui luat xac suat cua X. Trong mot sd truong hop, ta chi
biét duge dang toan hoc ciia ham phéan phdi hodc ham mat d6 cua bién dinh lugng X ma
chua biét cac tham sb c6 mit trong chung. Vi vay de xéac dinh qui ludt x4c suit caa X
trudc hét phai dua ra nhiing danh gia vé cac tham sO nay. Bai toan u6c luong tham s s&
gitip ta giai quyét van dé trén. Gia str bién dinh lugng X ¢ tong thé c6 ham phan phdi:
F(x,6,,6,....,6,) ¢ do dang toan hoc ciia ham phan phéi da biét con cac tham s
6,,6,.,....,6, chua biét. Tir mau ngiu nhién kich thuéc n
(X1, X, ..., X,) dua ra nhan dinh cc tham sb trén nhan gia tri nao hoac cac tham s trén
nhan gia tri trong mot khoang nao 13 ndi dung cua bai todn wdc lugng tham sb.

L. Uéc luong diém

1. Pinh nghia: Néu léy théng ké G = é( Xi, Xy, ..., X,) thay cho tham sd chua biét
thi G duoc goi 1a mot udc lugng diém cua @

Do G = é( X1, X, ..., Xy) la mot théng ké nén mot udc luong diém cta tham sb @ cling
12 mot bién ngau nhién .

* Vi mau cu thé (X1, X2, vy Xp), &= é (x1, X2, ..., Xp) 1a mQt gia tr1 cu thé ctia udc lugng
diém. N N 7 i ’

* Trong khong gian mau ngau nhién co thé xac dinh nhiéu thong ké khac nhau vi vay
moi tham s6 @ c6 nhiéu udc luong diém.

* Pé udc luong diém 1a mot thong ké thay thé tt cho @ ta phai dua ra cac yéu cau danh
gia tinh tot d6. Khi mot thong ké thoa méan cac yéu cau niy ta c6 thé yén tim dung nd
lam udc lugng cua 6

2. Uéc lwgng khong chéch: Théng ke G= é( X1, Xo, ..., Xp) dugc goi 12 mot wéc
luong khong chéch ciia tham s6 6 néu E( G)=46
Vi du 1: Gia str dac trung X ¢ tong thé c6 ki vong E(X) = u

( X1, X2, ..., Xy) 1a mot miu ngdu nhién. Khi d6 thng ké X = lZXi 1a mot wéc lugng
n'ig

khong chéch cua 4 .
That vay: Vi X; c6 cung phan phdi xac sudt véi X nén E(X)) = ¢ Vi=1n.

Xét: E(X) :E(lixi) :lzn:E(Xi) =1
n.i5 n-ig

Vi du 2: Gia sir dac trung X & téng thé co E(X) = , D(X) = o thong ké
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o] —
§? ==>'(X;-X)* 1a mot uéc lugng chéch cia o .
n

Tacs § =2 F (X, -X)* = IX, -~ K-
= (XX~ (X=X, 24X )
L3 (X~ (R X, ~nX )]
:%Z(Xi _wy? —%(i—u)[Zni—ni+nu]
- Y R’

A2 1 2 <~ 2 1 2 ~ 2
Xet: E(S )ZE[HZ(Xi_u) —(X=u) ]:;ZE(Xi_M) —EX-p)

2 62

Do E(Xi - 4 ¥ =D(X) =02, B(X -1’ =% nen B§) =022 =152 252 vay
n n n
S 1a uéc luong chéch cua D(X) = o’

Ta o6 S =218 5 B(s*) =B 18%) =62, Vay S 1a mét wée Tuong khong chich
n n

cia o . Day chinh 1a Iy do dé S?va s’ duoc goi 1a phuong sai mau chua hiéu chinh va
da hiéu chinh.

Mot uoc luong khong chéch cua 6 1a mot woc lugng “tot” theo nghia nd co6 trung binh ly
thuyét bang tham so6 can udc lugng.

3.Uéc lwong virng: Théng ke G=G (X1,Xa,. . .Xy) dugce goi l[a mot udc lugng vilng cua
tham s6 @ néu véi moi £ > 0 cho trudc ta co limPh G-0I 8J=1.

Ttr dinh nghia ta nhan thay: Néu théng ké Gla mot udc luong virng cua 0 thi khi n 16n
( kich thudc mau 16m) su sai khac giira Gva @ la khong dang ké.
Vidy 1: Cho dai luong ngau nhién X véi ki vong E(X) = p, D(X) = 6° va

- N . . = 1 , « . \
(X1,Xa,. . .Xy) la mau ngau nhién khi d6 X =— ZXi la mot uwdc luong khong chéch va
n i

vitng cua |
2
Tinh khong chéch d duge khing dinh trong vi du & trén.Ta c6 D(X) =2
n
Véimoi € >0, ap dung bat dang thirc Trébusep véi bién X ta co:
2 2

PIX -pl<e]> - taco lim(I———)=1,Ve>0.
neé n—ee ne

Suy ra limP[IX —plce]=1.Vay X la udc lugng viing cia 4.
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Vi du 2: Xét mot ddy n phép thir doc 1ap, xac suat xuét hién sy kién A & mdi phép thir

la P(A) =p. Goiny la s6 1an xuat hién A trong n lan tht, tan suat fu(A) = D la ude lugng
n

khong chéch va viing cta p = P(A). Khang dinh trén c6 tir dinh 1y Bernoulli.

4.Uéc lqu’l}g hi§u qua: Thong ké G=G (X1,Xa,. . .Xy) dugce goi l1a udc lugng hiéu qua
cua tham s6 0 néu:

1/G 1a mot udc luong khong chéch cua 0.

2/Néu H= H (X;,Xa. . .Xs) 1a mot udc lugng khong chéch bt ky cua 6 thi

E(G-6)> < E(H-0)

DoE(G)=0,E(H)=0 nénE(G-0)>=D(G), E(H-6)"=D(H). Vi viy udc luong
hiéu qua g(‘)n duoc goi la géc luong khong chéch y(’yi phuong sai bé nl,lét cua 9;
Gia su bién X cua tong thé c6 ham mat dJ xac suat f(x,0) vdi tham s6 6 co thé nhan gia
tri trong mot mién nao d6. G= G (X1, X2,. . .Xp) 1a mot ude luong khdng chéch cua 6 ta
ludn co:

E(G-0)> =D(G )= . ! = (%),
HE[ lnf(x,G)}
00
Néu D(G)= ! ~thi G 1a uéc luong hidu qua ca 8.
{alnf(x,e)}
ng| ——>
00

Bat dang thtic (*) goi 1a bat dang thirc Cramer — Rao. Ta c6 thé chirng minh duoc rang
néu bién X cua tong thé c6 phan phédi chuan véi ki vong W va phuong sai 1a 6 thi

X = —ZX . 1a mot ude lugng hiéu qua cua . Tan suat f,(A) trong mot lugc dd
n i=1

Bernoulli ciing 1a mot udc luong hi€u qua cua xac suat P(A) =p.
C6 nhidu phuong phap tim u6c luong diém ciia tham s6 chua biét c6 mit trong quy luét
phan phdi x4c suat ctia tong thé. Trong gido trinh ndy trinh bay hai phuong phép tim udc
luong diém cua tham s6 d6 12 :

“ Phwong phdp hop 1y nhat” va “ Phuong phdp m6 men”.
DAy 1a hai phuong phép thong dung dé tim udc lugng diém ctia tham sd.

5.U6c lwgng diém theo phuong phap hop Iy nhit.
Uéc luong diém cua tham sé chua blet 0 theo phuong phap hop ly nhat dugc dua trén
quan diém gla tri cua 0 trong thuc té chinh 1a gia tri ng voi xac suét xay ra 16n nhat”.
Khi bién ngau nhién X ¢ tong thé c6 ham mat do xac suét f(x, 8 ) thi ham mat do xéac sut
d@)ng thoi ciia mau ngéu nhién (X, X»,...X,) la

O( Xy, X250 . X, 0) =1(x1,0). f(x2,0). .. . f(x,,0) (1)
Ham f(x;,0) 1a ham mat do x4c suit caa thanh phan X; trong mau ngau nhién:

(X1, Xz, X ... Xn) ) o
Khi X 14 bién ngau nhlen roi rac nhan gia tri xac suat P(X=a;) = P;(0) thi xac suat dé

Xi= Xii voi Xji€ { o, O, ... O ._.O(n} la P( Xi= in) = Pji(e).
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Xac suét dé XL,X5 .. X . Xy = (le, Xj2s « + o5 Xjiy - .Xjn) la

@ (X1, X2, - + - Xjis « - Xjn) = Pj1(0)pj2(0)...pji(0)...pjn(0) (2)
Viéc tim mot théng ke G=G (X1,Xa,. .Xj... .,Xy) thay cho 0 sao cho voi mau cu thé
(X1, X2, . . X, . .Xp) dd cho g= G (X1, X2, . . . Xi, . .,Xn) thod man

f(x1, &) f(x2, &). ... f(xp, &)= 1(x1,0)f(x2,0)....1(x,,0) (3)

hodc: pji(&)pia(&)---pii(8)--Pin(£)2 Pj1(8)pia(8)...p;i(8)...pin(8) (4)
v6i moi 8 thuoc mot mién thuc nao do 1a hop ly theo quan diém néu trén. Trong truong
hop bién ngau nhién X ¢ tong thé 1a lién tuc ta 1ap ham:

O (X, X,. . . X, 0) =1(X,0)f(X5,0). ... (X, ?) 5)
Ham r}éy duoc goi 1a ham hop 1y mau. Viéc tim diém cuc dai cua (5) twong duong voi
tim diém cuc dai cua:

InQ (X1, Xo.. . X0,0) = > Inf(X;,0) (6)

Théng ke G=G (X1,Xa,. . .X,) dé (6) cuc dai thoa man phuong trinh
dlno
o 0 (7). |
Phuong trinh (7) dugc goi la phuqng trinh hgp 1y, moi nghiém cua phuong trinh nay dé
(6) cuc dai 1a u6c luong hop ly nhat cua 6.
Vi du 1: Gia sit X & tong thé c6 phan phdi chuin N(p;6%) voi o2 da biét. . Ta tim
wdc luong diém cia p

N L2
Xét ham hop ly mau: @ (X, Xa,. . . Xy, L) = 20

1
(oV2m)"

| |
= In@= nln — X, - )?
? oV2n 20’ "
Phuong trinh hop 1y dclln(p =L, —w=0
(¢}

@Z(xi—u):o@uzlzxi =X

2 _ —
ddlnz(p nz <0. Vay tai £ =X ham hop ly dat cuc dai, X 1a udc
) )
lugng hop 1y nhét cia 4.
Truong hop dai lugng ngau nhién X ¢ tong thé 1a roi rac ta 1ap ham :
0 (X1, X2, . Xn,0) =p,(@)p,(0)...p,, () ham nay cling dugc goi 1a ham hop ly

VayG X . Ta cb

mau. Cing nhu trén @ (X,Xa,. . . Xy, 0) cuc dai khi va chi khi Ing = Zln P (@) cuc dai
i=1

tuong duong véi @ 1a nghiém ctuia phuong trinh
dln(p Zdlnpj ()

Phuong trinh (8) cling goi 1a phuong trinh hop ly

=0(®)
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Vi dy 2: Xac suat xuat hién sy kién A ¢ mét phep thu doc 1ap P(A) = p. Tién hanh n
phép thu doc lap. go1 X 14 s6 1an xuat hién A trong n lan, X; 13 s6 1an xuat hién A & lan

thir i, ta co: X:Zermm@w
i=1
¢ (X1, Xa,. . . Xpp) =Clp*(1=p)"* =In@=InC] +xInp+(n—x)In(l—p)
dlng X n-X
dp 2 p 71 - pr r
fa(A) 1a tan suat xuat hién A trong n phép thtr. Vay ham udc lugng hop 1y nhat cua xac
suat p chinh 14 tan suét f, (A)

:O@pzﬁzfn(A),
n

6. Uéc lwgng tham sf')qtheo phwo’ng phap mﬁplen ’ q
Gid sur dac trung X ¢ tong thé c6 ham phan phoi xac suat F(x,6,,6,,...,6,) & do kicu
dang ctia ham phan phéi da biét, cac tham s6 6,,6,,..., 6, chua biét. Tir mot mau ngau
nhién X, X,.,.., X, tasétim cic uéc lugng diém cua cic tham s6 6,,0,,...,0
Taco: u, (0)=EX* =g, (8,.6,.....0_)1a mdmen gdc cip k ctia X.

Thay W, (0) boi cac momen gbc ctia mau twong tng c6 hé phuong rinh sau:

1
&@ﬁw¢m:52&

1 .
gAﬂﬂpm@)=;ZXi

Céc nghiém cta hé phuong trinh trén 13 cac ude luong ciia cac tham sb 6.6,...6, .
Phuong phap tim cic udc lugng diém vira néu 13 phuong phap momen.
Vi du: Gia st dic trung X cua tong thé co phan phéi chuin N( &; 0 %) véi
2

(X,,X,,...X )la mot miu ngau nhién twong tmg. Ta biét & (0) = u, u0) = u*>+0o>.

. x = 1&
Momen goc mau cap 1 1a X :_ZXi
n=+

C s — 1
Momen goc mau cép 2 1a X* =—> X}
ns

Tur day ta c6 hé phuong trinh sau :

n=X n=X
= ., g
w+o’ =X 6t=X*-X =§?

Vay X 1ala uéce luong diém coa 4, $? 1a uée lugng diém cta O 2 tim duoc theo
phuong phap moémen.
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IL. U6c lwgng khoang

Trong thuc té nhiéu khi ta mudn danh gia mot tham s6 chua biét € nhan gia tri trong mot
khoang nao do. Bai toan udc lugng khoang giai quyét van dé nay

1.Khodng tin ciy. D§ tin cay
Giasir G,= G, (X1.Xa.. . . Xn), G,= G, (X1.Xa.. . .X,) 14 hai théng ké c6 tir mAu ngiu
nhién (X, X»,. . ., X,), € 1a mot tham $b ¢o mat trong phan phéi XAc suét cua téng thé,
P 14 s6 thoa min 0 < P < 1. Khoang [Gl ,(A}z] thod man P[GIS 0< GZ] =P duoc goi la
khodng tin cay cua @ voi do tin cay P

G G dugc goi 1a bé rong cua khoang tin cay
Mong mudn ctia nguoi lam thong ké 12 v6i mau di cho tim dugc khoang tin cay
[Gl ,Gz] sao cho
* Bé rong cua khoang tin cay qémg nho cang tot
* D0 tin cay P cang 1on cang tot

Tuy nhién véi kich thudc mau c¢b dinh khi bé rong cua khoang tin c@y giam thi do tin cay
P cling giam theo va nguoc lai. Vi Vay trong thong ké nguoi ta thuong cd dinh do tin cay

P va tim mdt khoang tin cay [G1 , GZ] g véi do tin cay nay sao cho nd c6 bé rong cang
nho cang tot. Thong thudng, ngudi ta chon do tin cay P & cac mic:

P=0,95; P=0,99; P=0,999
Pé tim G va G ung voi do tin cay P ta thyc hién theo cac budc sau:
*Lap thong ke G = G (X1, Xa,. « oy X, 6’) sao cho phan ph01 x4c suat ctia G xac dinh
*Tu phan phéi xéc suét ciia G tim cip s a, b thoa man:
*Pla< G< b)=P ,(1), 5:0 thé tim duoc vo sb cag a, b thod man (1)
*Thyc hién phép bién doi tuong duong dua (1) vé:
“P[G,<9<G,] =P (2)
Khi d6 khoang [GI,GZ] 1a khoang tin cdy ctia © véi do tin cay P. Trong tat ca cac cip
$6 a, b thoa man (1), néu tim duoc ay, by sao cho b;- a; nho nhét thi khoang [Gl , Gz] tim
dugc ing véi cap s6 aj, by ndy ciing co bé rong 1 nho nhét.

2.U'éc lwgng ki vong ciia phan phdi chuin: Gia sir X ~ N(u;6%) , v6i mau ngau nhién
(X1, Xa,. . . Xj, .., Xy) va voi do tin cay P da cho ta tim udc lugng khoang cta ki vong .
2.1 Truong hop o2 di biét

Xét théng ke Z = 2—H 0 = 7~ N0, 1).
(¢}

V6i d6 tin cay P da cho c6 thé tim du’O‘C vo 56 cép a, b d& P(a < Z < b) = P. Do phén phdi
chuan tic 13 phan phdi dbi xtng, néu liy b =U =-U,v61 oo =1-Pthib-a=2U_Ia

o

w\
|
[ %)

nho nhét. Khi do ta co

Pl-U, <2 H [1<U, 1=Po P[X-U
()

2

(&) (&)
—<u< —
ch TR

|
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Vay khoang tin cdy cia ki vong # khi o * da biét la:
(&)

+U,—=1 ).
\/— %\/H]()

’or r X A P I$ N g Ao o 7 X
Chu y: v6i mau cu thé ( X, Xp,....X,) thi X = —in la gia tri cu thé cia X Ung véi mau
i=1

[XU

da cho, khi do khoéng'

[x U, \/_ U, %] (3’) cling dugc goi 1a khoang tin cdy cia ky vong 1
5 An

twong trng voi mau (X1, X2,....,Xn).
Vi du: Gia st bién X ¢ tong thé c6 phan phdi chuan véi ki vong chua biet p va
phuong sai 6° = 4. Tir mot mau c6 kich thude n = 16 ta tim duge X= 12.
Véi do tin cay P = 0,95, hay tim udc lugng khoang ctia u .
Giai: ta Cé' 1-P=0,05=¢ ; U0,025 =1,96.

X = 12-1,96. 1—1102'i+U i=12+1,96.%=12,98.

\/_ ) > . % \/H
Vay khoang tin cdy cua W voi do tin cay P =0,951a [11,02; 12,98]
2.2 Truong hop o ? chua biét.

Xét théng ké Z = XS'”JH 7~ T, 6d6 S = —Z(x ~X)?. Véi do tin chy P da
n

_11

cho ta cﬁng tim duoc vO sb cap sba,bdéP[a<Z<b]=P.Do phan ph01 Ty 12 phan
phéi dbi ximg néu 1ay b —ta Vé a=- t, th1 b-a=2¢, nhonhat, khidé:

= = = on-1
2 2’

[X-1, —=:X+t, 4

a
E,n—l \/_ —,n—1 \/_
V61 mau cu thé (X1, xz, ..Xn) th1 khoang:

=1
7n—1 \/H

[X-t (X+1,

,,11\/—

khi o ? chua biét.
Vi du: di€u tra nang suat cua mot giong lua trén 10 thura rudng ta c6 két qua sau:

(4°) cling goi 1a khoang tin cdy cua u

Xi 4,4 4,5 4,6 4,8 4,9 5,0
nj 1 1 3 3 1 1

Biét nang suat X( tan /ha) , X ~ N( ;0 2). Vi do tin cay P = 0,95 tim udc lugng khoang
cua U.
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Tacé: X = %(1.4,4+ 1.4.5 +3.4,6 +3.4,8+ 1.4,9+ 1.5,0) =4,7.
2 = é(1.(-0,3)2+1.(-0,2)2+3.(-0,1)2+3.(0,1)2+1.0,12+0,32) =0,071

s = /52 = 0,266; 1-P = 0,05; 1, 0ps . = 2,26
-1, >-47226220 45 x4 S 474226920 _ 49
—,n—1

I o ' Ta o

Vay khoang tin cdy ctia ndng suat g véi do tin cay P = 0,95 1a [4,5; 4,9].

3.Ué6c lugng xic suit i ’

Tién hanh mét day n phep thur doc 1ap c6 nu lan xuat hién A. V6i d6 tin c@y P da cho hay

udc luong khoang cua tham s6 p = p(A).

Ta c6 tan suét xuat hién A 1a f = B xet thong ké Z =%\/H , Z hoi ty theo quy
n pl—=p

luat t&i phan phdi N(0,1). Tuong ty nhu bai toan tim udc luong khoang ciia ky vong u

ctia phan phdi chudn, khi n khaldn thi:

P[-U, <—=P_Jn<u_1=P(5)

> Apd-p) >
Xét bt dang thitc: - U, < ——P_Jn<U,_ o
2 pd-p) 2

n(f-p) < p(1-p) UZ% & p, <p<p, Vbi pi, p2 cho bai

nf+1Ua2—Ua\/nf(1—f)+1Ua2
2 5 3 4 5

p =
1 n+U0[2
2
1 2 1 2
nf+-U_"+U, [nfd-f)+-U,
by = 25 5 43

n+Um2
2

Vay (5) & P(p,<p<p,) =P.Ubc lugng khoang cta p la

1 1 2 1 2
nf+-U," - nf (1- f)+ U nf +-U, +Ua\/nf(1—f)+Ua
1t 0y ;25 5 451 (5)

2

n+U, n+Ua2
> o

2
Vi du: Dié}l tra 2000 gia dinh gido vién ¢ cac tinh dong bang Bic Bo thdy ¢61600 gia
dinh c¢6 it nhat 1 con dang hoc hodc da tot nghiép dai hoc. Vi dd tin cay P = Q,95, hay
tim uwdc lugng khoang ti 1€ p cac gia dinh gido vién c6 con dang hoc hoac da tot nghiép
dai hoc.

1600
Taco): f=——=0,8,1-f=0,2;1-p=0,05; U =1,96.
2000 P 0025
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2 2
1600+ 20" _ 196,320+ 12
Mt tri ctia khodng tin cay 1a 2 % —078
2000+1,96
2 2
1600+ 20" 4 1.06.320+ 220
Mut phai cta khoang tin cdy 1a 2 4 082
2000+1,96

Vay khoang tin cdy cua ti 1¢ p voi do tin cay P=0,951a[0,78; 0,82]. .
Viéc sir dung cong thirc (5) dé tim khodng tin cdy ctia p = P(A) khé4 cong kénh va phtic
tap. Trong thyc hanh néu ¢& méau 16n thi thong ké Z =f;p\/ﬁ ¢6 phan phdi xap xi

JE(A—=1)
chuan. Tt d6 ta c6 khoang tin cdy cta p la:

- U, [fd-1) faU, [f(1-1) | ©
> Vo > Von

ap dung (6) dé tim khoang wéc luong cua ti 16 p trong vi du vira néu.

Ta co: f - Ugos 1/ fa=1) =0,8 -1,961f()’8'()’2 =0,78
n 2000
£+ Ugons {2 20,8+ 1,96, 202 — 0.8
n 2000

Khi ¢& mau n 16n, str dung cong thire(5), (6) dé tim khoang tin cay cua p ta co két qua
tuong tu nhau.

4.U'6c lwgng phwong sai ciia phan phéi chuin.
Xét mot mau ngau nhién tir tong thé c6 phan phdi chuan N(¢;07)

(n—1S?

Théng ké Z =~ c6 phan phdi 3’1 v6i $*= %Z(X,. -X)*.
(& n—1,;5

1=P®)

. . . —1S?
Vi do tin cdy P da cho c6 vo s6 cdp sd a, bde Pla< %S b
()

; a=1-P,tacod

n—1;1-— n—1 2
n—-1)S?
P[le—g n—lS( 2) _Zé 1]_P
2"
Q2 _1ye2
x 2.1 x 1-% a1
2 2

Tur (6) ta co : khodng tin cdy cua o’ voi do tin cay P la:
n—-18’ n—-18?
(=DS* o (n=DS? -
A a X
>

-1 1-% 01
2
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(77) 1a khoang tin cdy cua o v6i dg tin cay P

Vi mau cu thé : ( X1, X2,....X0) » S ——Z(x -X)? khoang
i=1
—_— 2 —_—
[(nzis o°< (zi] (7°") ciing goi 12 khoang tin cdy cua o * v6i do
A 4
—,n—1 1-—,n-1

(7°°’) 12 khoang tin cdy cia ¢ twong ing voi mau

da cho.

Vi dy: Biét ti 18 phan trim X ctia mot nguyén td vi luong trong cac mau dat thudc
chau thé séng Hong c6 phan phdi chuan N( ;0 ). Nguoi ta tién hanh phan tich 15 mau
dat va tim dugc s* = 0,1%. Véi d6 tin cdy P = 0,95. Tim khoang tin cdy cua o °.

P=0,95 nén a@=0,05, ¥ 4475.14=5.73; X° o014 = 26,12

2 2
(n=D)s" _ 140,001 _ 0.000536 (r; Ds” _14.0,001
7. 26,12 7. 5,63

—,n-1 1—,n-1
2 2

Vay khoang tin cdy cua o % tng véi mau di cho 1a [0,000536 ; 0,002487].

=0,002487

5. U'éc lwgng so ca thé c6 dic tinh A trong dam dong gom N ca thé

Day la bai toan thuong gap trong thuc té, chang han can dua ra udc lugng vé so nguoi
mic mot loai bénh trong mot khu vie dan cu ¢6 N nguoi hodc can ude luong vé sb phé
pham trong mot kho hang gom N san pham, ...

Goi m 1a s6 ca thé c6 dic tinh A trong dam dong gdm N ca thé. Lay tir dam dong ra mot
mau ngau nhién ( khong hoan lai) gdm n ca thé goi X 1a s6 cé thé c¢6 dic tinh A trong n

ca thé . X ¢b phan ph01 siéu boi voi E(X) —%Va D(X) = nM N-M (- n—l)

N N-1"

X-E(X)

v D(X)

Ttr quy luat phan phdi gidi han cia Z véi d tin cay P da cho ta c6 thé tim dugc khoang
tin cay cua E(X) tir d6 suy ra khoang tin cay ciia M. Tuy nhién viéc tim khodang tin cay
cua E(X) theo phuong phap trén la kha phirc tap nén ta khong di theo hudng nay. Ta
ciing biét ring néu N 16n hon rat nhidu so véi n thi phan phdi siéu boi xap xi phan phoi

Bién ngiu nhién Z= c6 phan phoi gidi han 1a chuan tac.

S . M . A R g oae ;R
nhi thuc B(n, p) Vmp:E.Gla str n, laso ca thé co dic t1nhAtr0ngncathe,f=—A,
n

khoang tin cdy ctua p v6i do tin cay P 1a :
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iy [P0y [FO2D
2 n 2 n
=f-U, st£5f+Ua /M
2 n N 2 n
T EAU £ PV P/ AL R R
2 n 2 h

Vi dy : Tai mot vung nii khu vue Tay Nguyén gém 10000 ngudi. Tién hanh x¢ét
nghiém tim ki sinh tring s6t rét ciia 200 nguoi thdy c6 40 ngudi co ki sinh trung sOt rét
trong mau. Hay tim khoang tin cdy ctia s6 ngudi c6 ki sinh trung sét rét trong méau voi do
tin cay P = 0,95

Tacd £ =0 —02; 1-f =08; Jf(l'f) =0,028;U, ,s =1,96
200 n ’
U, =D 021960028 =01451
5 n
2

f+U, fa=n _ 0,2+1,96.0,028 = 0,2549
> n
2
N[f-U, f(l_f)]:10000.0,1451:1451
> n
2
N[f+U, fd- f)] 10000.0,2549 =2549

2
Vi do tin cay P = 0,95 , khodng tin cdy ve€ sO nguoi ¢o ki sinh trung sot rét trong nhom
mau ¢ vung ni Tay Nguyén 1a [1451 ; 2549]

6. Uéc lwong kich thuéc tong thé

Dé xac dinh sb luong N cua mot loai vat hoang da hoac s6 lugng ca co trong mot cai hd
nguoi ta tién hanh theo phuong phap sau:

Bit M ca thé trong N ca thé, danh dau tung ca thé ndy (chang han mdi con tha, mdi con
chim hodc mdi con cé bat dugc cho gan véi mot vong nhoém), sau d6 tha M ca thé vao
mai trudng ma ching di sinh sdng. Sau mot thoi gian ta tim bat n ca thé (n < M), tir s6 ca
thé X da dugc danh ddu c6 mat trong n ca thé vira bat dugc ta s& tim cach xac dinh sb
lugng cé thé N.

Ta biét X 1a dai lugng ngau nhién c6 phan phéi siéu boi. Dua vao quy luat ciia X ta co

2 s M < e P
thé tim dugc khoang tin cay cua N véi do tin cay P, tir d6 suy ra khoang tin cay cua N.
Dé don gian ta xp xi phan phdi siéu boi boi phan phdi nhi thirc. Khoang tin ciy cta

= M v6i do tin cay P 1a
P U /f(l f) M<f+U /f(l /)
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€))

= M <N<Z M
feu, [T0=0 fou, [F4=D
2 h 2 h

Bt déng thirc cho boi (9) cho ta khodng tin cay cua N v6i do tin cay P.

Vi dy: Dé diéu tra s6 luong mot loai ca trong hd ngudi ta danh bat 400 con ca roi danh
dau mdi con c4 nay bang mot vong nhom nho sau d6 tha vao hd. Sau mot thoi gian nguoi
ta bat lai 150 con théy trong d6 c¢6 50 con da dugc bt & 1an trude. Véi do tin cay

P = 0,95 hdy tim khoang tin cdy s6 luong n cta loai c4 nay.

Tacd f=— 20 l; 1—f=g; U, s =1,96;n =150;M =400
150 3 37
f-U, (=D _ 1 196 |2 03246
Non 3 150.9
f+U, HA=D _1 106 |—2— —03420
V' on 3 150.9
TR
F+U, f(1-f) O,
5 n
Mf f =0i2?16z123
f—Ua (1_ ) B
B n

Két luan: Véi do tin cay P=0,95ta co thé tin ré‘mg loai c4 trén ¢ trong hd vao khoang tu
1170 con dén 1232 con.

7. Kich thwéc miu cin thiét
Ta biét rang bé rong ciia khoang tin cdy phu thudc va do tin cdy P va kich thudc mau n.
Goi 21 1a bé rong cua khodang tin cdy, 21 ti 1¢ thuadn voéi P va ti 1€ nghich voi n.
Bé rong ctia khoang tin cdy thé hién sy chinh xéc cao hay thap ciia wdc luong, khoang tin
cay cang hep, do chinh xac udc luong cang cao. Trong thuc té, dé dam bao tinh chinh
xé4c ctia udc lugng ta thudng yéu cau bé rong cua khoang tin cdy nho thua 2 véi € 1a
s6 duong cho trude. Trong muc nay ching ta dua ra cach tim kich thudc mau t6i thiéu dé
bé rong cuia khoang tin cdy 21 <2¢.
Trong tru:(‘mg hop o * da biét, ki vong 4 cta phan phéi chudn c6 bé rong khoang tin cay
2
21=2U, T Pé2<2e & U, T <e¢ ©vn2U, z{:}n>U2°‘:2 ®)
2

Chi can lay n 1a sd ty nhién nhé nhét thoa mén (8) taco 21<2¢.

Vidu 1: Biét X ~ N( u, 0,16). Hiy tim kich thuéc miu n dé véi do tin cay P = 0,95
do rong cua udc lugng khoang 21 < 0,2.Ta ¢6 Ug g5 = 1,96,
g2 0.16 0,16

0

€ =0,1,4pdung (8 =>n=>19 ol —— & n>61,4656 . Vay dé 21 < 0,2 thi tdi thiéu phai

tién hanh diéu tra 62 mau.
Do rong cua khodng tin cdy cua xac suat p trong phan phoi B(n, p) la:
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a
2

U
Fa-1 _

21=2U0, < vi f(1=f) Sl (Bat dang thtc Caushy)
Uu Ucc 20
@ @ U=
Xét: —2<2eeVn>—2en>—2(9)
n 2¢ 4¢

Vay dé khoang uéc lugng cia xac suit p c6 do rong 21 < 2¢ thi sb lan thir n phai thoa
man (9). ) . T
Vi dy 2: Phai tién hanh bao nhi€u phep thtr doc 1ap d€ voi do tin cay P = 0,99 bé rong
ctua khoang tin cdy cia xac suat P(A) = p nhé hon 0,1
2
Ta c6 Uggos = 2,26, € =0,05. Ap dung (9) = n > 42(’)23 =510,76

=

)

Vay dé thoa méan yéu cau phai tién hanh ti thiéu 511 phép thir .
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Bai tdp chwong V
1. Cho mau ngau nhién ( Xi, Xa,....X,) biét X;~ N(u;6?%)

5 +..+ X
a. Ching minh rang: Z,=X,, Z»= X, +X, , 7= X, +X2. i
2 1
Zy= X+ X, o+ X, déu 1a cac ude luong khong chéch cua .
n

b. Trong cic udc lugng trén wéc luong ndo 14 tét nhat.

2. Cho mau ngiu nhién X,, X,,....X, biét X; c6 phan phdi mil v6i tham sé 0 hdy chimg
minh rang: Z = 1 _Xl v6i X = lZ:X1 la udc luong khdng chéch cua 0.
n |}

3. Cho X, X;,.... X, 1a mot mau ngdu nhién Iy tir mot tong thé c6 ki vong p va phuong
sai 6°. Xét hai théng ké
- X +X,+.+X
21:2X1+2X2+ +nX“,Z2=X= X, )
n(n+1) n

a. Chimg minh rang ca hai thong ké trén déu 12 udc luong khong chéch cua .

b. Trong hai udc lugng trén wéc luong nao tét hon.

4. Ning suit ngd X ( ta /ha) 1a dai lugng ngiu nhién c6 phan phdi chudn N( u;6?). Piéu
tra nang suat ngd cua 130 thira rudng ta c6 két qua sau:
Ning suat x; 40 45 46 49 51 53 57
S6 thira n; 2 5 9 35 43 22 14
a. Hay tim khoang tin cdy clia ning suat ngd trung binh p véi do tin cdy P = 0,95.
b. Hiy tim khoang tin cdy ciia 6> v6i do tin cay P = 0,98.

5. Biét trong luong X ( g/ qua) cia mdi qua trimg c6 phan phdi chuan N(p, 25) Can mot

mau gém 100 qua trig ta c6 két qua sau:

Xi 150 160 165 170 175 180 185

n; 4 12 14 25 25 14 6

a. V&ido tin cay P = 0,95 tim khodng tin cay cua trong lugng trimng trung binh .

b. Trang c6 khéi lwong 16n hon 170 g 13 tring loai mot. Véi do tin cay P = 0,95 hdy tim
khodng tin cdy cua ty 1€ trirg loai mat.

6.Biét khoi lugng X(kg/con) ctia mdi con ga tai mot trai ga c6 phan phdi chuin N(p;62).
Bit ngiu nhién 20 con ga dem cin ta c6 két qua sau:

Xi 2,1 2,3 2,4 2,6 2,7 2,9 3,1 3,3
n; 1 2 3 3 5 3 2 1
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Vi do tin cay P = 0,95
a.Tim khodng tin cdy cua trung binh p
b.Tim khoang tin cdy cua phuong sai & °.

7. Sttc chiu nén tbi da cua mot loai vat lidu 1a mot bién chudn N(u;o 7). Thir 10 mau vat

lidu noi trén ta c6 két qua sau:

Strc chju nén t6i da X(kg/em®) | 250 | 270 300 330 350
n; 1 2 4 2 1

Tim khodng tin c@y cua p véi do tin cay P = 0,95.

8. Theo ddi doanh thu hang thang ctia 10 cira hang kinh doanh thoc gidng tai mét tinh ta

c6 két qua sau:

Doanh thu X( triéu dong) 30 | 31 | 33 | 35 | 37 | 39 | 40
n; 1 1 2 2 2 1 1

Biét X c6 phan phdi chuin N( ;0 ). Hiy tim khoang tin ciy ctia g véi do tin ciy

P =0,98.

9. Trong lugng X ctia cac goi mi an lién tudn theo phan phdi chuan. Kiém tra 20 goi mi
taco x=78,0,s=2,5g. Vi dd tin cdy P = 0.95 hay tim khoang tin cay cua E(X).

10. Kiém tra 1000 mAu mau mot loai gia cAm ¢6 120 mau chira vi rat gdy bénh A. Hay
tim khodng tin cdy cua ti 1€ gia cam chtra vi rit gdy bénh A trong mdu véi do tin cay

P =0,95.

11. Po d6 chiju lyc X ctia 250 miu bé tong ta co két qua sau:

X 180-190 | 190-200 | 200-210 | 210-220 | 220-230 | 230-240 | 240-250 | 250-260

Tan s6 n; 12 15 30 58 65 35 20 15

Biét d chiu lyc X(kg/cm?®) tuan theo qui luat phan phdi chuan. Hay tim khoang tin cay
cua E(X) véi d6 tin cay P = 0,95.

12.Do mét dai lwong 15 1an bang mot dung cu do khong c6 sai s6 hé théngta co s* = 0,4.
Biét sai s0 X c6 phan phoi chuan, hay tim khoang tin ciy cuia phuong sai v6i do tin cay
P =0,95.

13. Trong lugng X cua mot gidng lon khi Xuét chuong 12 mot bién ngau nhién c6 phan
phéi chuan. Mot mau ngau nhién gém 9 con lon dén thoi gian xuat chudng co trong
lugng cho badi bang sau:

129,8 ;121,2 ;138,6 ; 1254 ; 122,6 ; 139,8 ; 129,9 ; 130,3 ; 125,8
Hay tim khodng tin cdy cua trong luong trung binh E(X) v6i d¢ tin cay P = 0,95.

14. Bé khao sat muc tiéu thy xang trung binh ctia mot loai 6 to ngudi ta cho chay thir 20
xe loai nay trén doan duong 100km. Mrc xang tiéu thu tuong tng cho bdi bang sau:
Murc xang X 7.5 8,0 8.5 9,0 9,5

So xe n; 3 4 6 5 2
Hay tim khodng tin cdy cuia mirc xang ti€u thu trung binh véi do tin cdy P = 0,95.
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15. Mot cong ty than c6 10000 cong nhan lam viée truc tiép tai cac ham 1o. Dé xac dinh
sd cong nhén mac cac bénh vé phoi ngudi ta tién hanh kiém tra 820 ngudi thay c6 120
nguoi mac bénh Ve ph01 Véi do tin cdy P = 0,95 hdy tim khoang tin cdy cia s cong
nhan mic bénh vé phdi trong tong cong ty.

16. Péu udc lugng s6 luong co tai mot vuon cd 16n & dong bang séng Ctru Long ngudi ta
bat ngiu nhién 800 con cd va cho mdi con deo mot vong nhém nho sau do6 tha lai vuon.
Mot thang sau bét lai 320 con thiy c6 80 con c6 deo vong nhém. Hiy uéc luong sd co
trong vuon véi do tin cay P = 0,95.

17. Mot kho hang chira 12000 san pham. Dé udc luong sd phé pham trong kho hang
ngudi ta kiém tra 500 san pham thiy c6 50 phé pham. Hay wéc luong sd phé pham trong
kho véi do tin cdy P = 0.95.

18. Bé udc luong s6 nguoi nghién ma tuy trong mot ving nguoi ta nguoi ta ghi danh
1000 nguoi dugc tra vé cong dong sau khi cai nghién. Mot nim sau tro lai cac trung tam
cai nghién chon ngiu nhién 800 nguoi thay co 480 nguoi trong s6 1000 nguoi duge trd
vé cong dong nam trude trd lai trai. Hay wdc tinh sd nguoi nghién trong ving véi do tin
cay P=0,95.

19. Pai lugng ngu nhién X ¢6 phan phdi chuan véi phuong sai 0,04. Téi thiéu phai diéu
tra bao nhiéu mau dé véi do tin cay P = 0,95 dd rong cua khoang tin cdy khong qua 0,4.

20. Phai kiém tra it nhat bao nhiéu mau bénh pham dé véi do tin cay P = 0,95 d6 rong
cta khoang tin cay ti 1¢ ngudi mac bénh < 0,05.

21 Xét nghiém 400 mau mau ctia nhitng nguoi dan tai mot ving cao phia bic thay 45
mau mau c6 ki sinh trung sot rét trong mau. Vi do tin cady P = 0,95 hay tim khodng tin
cay cua ti I¢ nguoi dan co ki sinh trung sot rét trong mau ¢ vung cao noéi trén.

22. Kiém tra 200 con g tai mot trai thiy c6 80 con mic bénh A. Hiy tim khoang tin cdy
cua ti 1¢ gd mac bénh A & trai ga ndéi trén vdi do tin cay P = 0,95.

23. Biét ddc trung X c6 phan phdi chuan N(p ; 0,09). Hoi dung luong méu téi thiéu 1a
bao nhiéu dé véi do tin cdy P = 0,95 c¢6 thé tin rang do rong cua khoang tin cdy cta [
khong vuot qua 0,5.

24. Ti 1& ngudi c6 nhom mau O & mot tdc nguoi 1a p. Phai kiém tra it nhat bao nhiéu
nguoi dé voi do tin cay P = 0,95 d6 rong cuia khoang tin cdy cua p khong vuot qua 0,02.
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Chuwong 6: Kiém dinh gid thuyét thong ké

Viéc xac dinh qui luat xac suat ctia cac bién cO mat trong tong thé 1a mot didu can thiét
trong xur li s liéu. Bai toan wéc luong tham s6 méi giai quyét viéc ude luong tham tham
s0 co mat trong phan phdi xac suat clia tong the Trong chuong nay chung ta s€ xay dung
cac qui tic danh gia gia thuyét vé cac tham s6, gia thuyét vé cac qui luat xac suat dya
trén mau ngau nhién Qua cac qui tac kiém dinh, nguoi hoc ¢ thé biét duge cach xiy
dung cac gia thuyét va ddi thuyét trong timg trudng hop cu thé. Bai toan kiém dinh gia
thuyét thong ké 1a mot bai toan 16n va quan trong cua thong ké toan hoc. Vi thoi lugng
chuong trinh c6 han, gido trinh chi dé cap téi mot s6 qui tac kiém dinh thong dung nhat.
Mot sd qui tac phi tham sb gidi thiéu trong gido trinh dugc don gian hoa bang cach thay
cac thong ké dung dé kiém dinh cic qui tic nay boi cac qui luat xap xi twong tng.

I. Gid thuyét - Poi thuyét

1. Gia thuyét: Mot ménh dé (mot cau khang dinh) vé mot van dé chua biét nao d6 duge
goi 1a mot gia thuyét. Cac ménh dé sau déu duoc goi la cac gia thuyét:

Vao ndm 2010 con nguoi s€ cd mat trén sao hoa

Tham s6 =8,

Tham s6 0¢€ [6,:0, ]

X ~N(ps;o?)

Su kién A doc 1ap voi su kién B
Ta thuong diung Hy dé chi mot gia thuyét. Gia thuyét 1a mot ménh dé nén c6 thé dung
hoic khong dting. Tuy nhién dé kiém tra tinh dung ctia mot ménh d¢ ta phai dya trén tiéu
chi thé nao 1a mot ménh d¢ ding. Dé khang dinh tinh dung sai cua mot ménh dé ta
thuong kiém tra ménh dé nay c6 thoa mot s yéu cau nao do hay khong hodc dua ra mét
ménh d¢ khac trai v6i ménh dé di cho, trén co s¢ thyc té ta dua ra quyét dinh coi ménh

dé ban diu 1a ding hoic ménh dé mai dua ra la dung. Trong thdng ké ta sé theo hudng
thir hai.

2. P6i thuyét: Mot ménh dé trai voi gia thuyét duoc goi 1a mot ddi thuyét. Ta thudng
ding H; d¢é chi d6i thuyét.
Vidu l: Hp: Vaonam 2010 con nguoi s€ c6 mat trén sao hoa.
Céac ménh dé sau 1a d6i thuyét ciia gia thuyét Hy
H;: Vao nam 2020 con ngudi méi cd mat trén sao hoa
H;: Vaonam 2010 con nguoi chua thé co mat trén sao hoa
Vidu2: Hy X~N( u;0%)
Céc d6i thuyét ctia gia thuyét trén c6 thé 1a
H;: X ~B(n, p) hoic H;: X khong co phan phdi chuan N( u;6?)
Nhan xét:
* Gia thuyét Hy c6 thé dung doc 1ap
* Poi thuyét phai di kém v6i ménh dé trude d6 duoc goi 1a gia thuyét
* Mbi gia thuyét c6 thé c6 nhidu ddi thuyét khac nhau
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* MOt ménh dé 13 gia thuyét trong trudng hop nay co thé 1a dbi thuyét trong truong hop
khac.

3. Gia thuyét théng ké va doi thuyét thong ké

Nhitng gia thuyét va 601 thuyet n6i toi tham sd co mit trong qui luat xac suét ciia cac dic
trung c¢6 mat trong tong thé hodc dé cap dén qui luat phan phdi xac suat ciia nhitng dic
trung nay dugc goi 12 cac gia thuyét va dbi thuyét thong ké.

Vi du: Hp : X ~N(u;6°)
H, : X ~ B(n, p)
Hoac Ho: 6=0,
H] . 0+ 01

la cac gia thuyét va dbi thuyét théng ké
4. Gia thuyet va dbi thuyet tham so
Cac gia thuyét va doi thuyét noi vé tham sé c6 mat trong qui luat phan phdi xéc suat ctia
tong thé duoc goi la cac gia thuyet va ddi thuyét tham sd.
Vi du: Biét dic trung X & tong thé c6 phan phéi chuan N( ;0 %)
Hy : M=K,
H; : H=p, (W, #W,) hodc: Hy o op=p,
1a cac gia thuyét va d6i thuyét tham s6
4.1 Gia thuyét don - Péi thuyét don
Gia thuyét don 1a gia thuyét trong d6 tham s6 nhan mot gia tri cu thé nao do.
Déi thuyét don 1a d6i thuyét trong d6 tham sd nhan mot gid tri cu thé nao do.
Vi dy: Biét X~ B(n, p)
Ho : p = po la gia thuyét don
H, : pP=p1 ;(p1 # po)la dbi thuyét don cua gia thuyét vira néu
4.2 Gia thuyet hop - Déi thuyet hop
Céc gia thuyét hodc dbi thuyét trong d6 tham s6 nhan hon mot gia tri goi 13 gia thuyét
hop va dbi thuyét hop.
Vi dy: Biét: X~ N(pn;6%)
Hy : ne [ul §H2] 1a gia thuyét hop
H, : w<p, hodac u>u, lacac dbi thuyét hop tuong ung véi gia
thuyét Hy

5. Gia thuyét va doi thuyét phi tham sé: Nhing gia thuyét va ddi thuyét théng ké
khong phai la cac gia thuyét va d6i thuyét tham s6 dugc goi la cac gia thuyét va doi
thuyét phi tham sb.

Vidu: Hp : X ~N(u;6%)
H, : X ~B(n, p)
Hoac: Hy : A doc lap voi B
H; : A khong doc lap voi B

1a cac gia thuyét va d6i thuyét phi tham sd

6. Kiém dinh gi thuyét thong ké
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Tir mau di cho ta xdy dung mot qui tic chdp nhan gia thuyét H ( tuong ng vdi viée bac
bo ddi thuyét H;) hodc bac bo gia thuyét Hy (twong tng voi viée chap nhan ddi thuyet H))
dugc goi 1a bai toan kiém dinh mot gia thuyet thong ké. Viéc dua ra mot qui tic chap
nhan hoic béac bo gia thuyét Hy dua trén mau da cho twong duong véi viée xay dung mot

qui tac chia khong gian mau V ra 1am hai phan W va w

4l|||||

Hinh 1
Néu mau (X1, X, ..., X)) €EWta quyét dinh béc bo gia thuyét Hy
Néu mau ( Xy, Xo, oo, Xy ) eW ta quyet dinh chap nhan gia thuyet Hy
Kiém dinh mot gia thuyet thong ké khong phai la mot phép chimg minh vé tinh ding
hoic khong dung cua gia thuyét. Kiém dinh mot gia thuyét thong ké thuc chat 1a xay
dyng mot qui tic hanh dong dya vao mau dd c6 dwa ra quyét dinh Iya chon gia thuyét Hy
hoic d6i thuyét H,

7. Cac loai sai JAm: V&i mot qui tic hanh dong chdp nhan hay bac bo Hy ta c6 thé mac
phai cac loai sai 1am sau:

7.1. Sai lam logi 1: Béac bo gia thuyét Hy khi Hy diing
Diéu nay c6 nghia la gia thuyét Hy diing nhung mau ( Xj, Xo, ..., X, ) € W nén ta bac bo
Hy. Tuong tmg v&i sai 1am loai 1 13 xdc sudt sai lam logi 1: P(W/Ho) = o
7.2. Sai lam logi 2: Chap nhan gia thuyét Hy khi Hy sai. Diéu nay ciing c¢6 nghia la:

Khi Hy sai ( tic 12 coi H; ding) nhung mau ngau nhién ( X, X, ... , X, ) € W nén ta
chap nhan Hy. Tuong tmg v&i sai 1am loai 2 13 xdc sudt sai lam logi 2: P(W /H)) = B.
Ta c6 nhan xét.

Xdc sudt sai lam logi 1: P(W/Hp) = a 1a xé4c suét bac bo Hy ma thuc ra Hy dung duogc
goi 1a mirc y nghia cta bai toan kiém dinh. Khi d6 x4c suét dé chap nhan Hy khi Hy dtng
lal-a
Xdc sudt sai lam logi 2: P(W /H;) = B 13 x4c suit chap nhan Ho khi Hy sai. Vay xac sut
bac bo Ho khi Hysai 1a 1 - B. Gia tri 1 - B duoc goi 1a luc luong cua phép kiém dinh.
Mong mudn cua nguoi lam thong ké 1a xdy mot qui tic chép nhan hoac bac bé mdt gia
thuyét sao cho xac suat ca hai loai sai Jam cang nho cang tét. Tuy nhién ta co

P(W/Hy) + P(W /Hp) =1 ; P(W/H;)+P(W/H;) =1
Tir day suy ra khi o giam thi B tiang va nguoc lai. V&i mau co kich thude ¢b dinh, dé
x4y dung mot qui tic hanh dong chap nhan hoic bac bo gia thuyét ta co thé di theo mot
trong hai huong sau:

Huong thw nhat: Co dinh xéac suat sai 1am loai 1 xdy dung mot qui tdc sao cho xac
sut sai 1am loai 2 12 nho nhét hodc c6 thé chép nhan duoc.
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Huéng thir hai nguwoc lai véi huwdng thir nhdt
Do dbi thuyét H; thuong 1a ménh dé hop ( 1a hop ctia cac ménh d&) nén viéc c¢6 dinh xac
suat sai 1am loai hai 1a phic tap va kho kha thi. Trong gido trinh nay ching ta s€ di theo
hudng thir nhat dé xay dung qui tic kiém dinh gia thuyét. Vi mdi cap gia thuyét va doi
thuyét da cho, khong phai lic nao ciing ton tai hodc tim duoc mot qui tac sao cho lyc
luong ciia phép kiém dinh 1 - B 14 16n nhat. Nhitng qui tac dua ra trong gido trinh nay la
nhiing qui tic théng dung.

I1. Kiém dinh cdc gid thuyét tham sé

1. Gia thuyét don - P6i thuyét don

Cap gia thuyét:  Hy: 6=0,

Ddi thuyét H;: 0=6, 6 +86,)

la cap gia thuyet va dbi thuyét don

* Mot qui tic kiém dinh véi cap gia thuyét - d6i thuyét don dugc goi 1a manh nhat néu
n6 c6 luc lugng cua phép kiém dinh 14 16n nhat

* Pinh 1y Neyman - Pearson da chi ra rang: Néu dic trung X ¢ tong thé c6 ham mat do
f(x, ©) thi ton tai qui tic manh nhat kiém dinh cip gia thuyét - dbi thuyét don vira néu.
Viéc phat biéu va chimg minh dinh 1y Neyman - Pearson khong dugc néu ra trong giao
trinh nay. Nguoi doc mudn biét ¢6 thé tham khio & cac sach di dan ra ¢ cudi gido trinh.

2. Gia thuyét don - Poi thuyét hop.
Gia thuyét Hy: 6=9,
Véi dbithuyét: H; @ @€ D ; (D la mot mién khong chira 6,)
duogc goi 12 cip gia thuyét don véi dbi thuyét hop.
Nhdn thdy rang: Véi mdi 0 €D, sai 1am loai 2: B = B(0) 1a mot ham sb xac dinh trén D.
Qui tac kiém dinh cip gia thuyét, ddi thuyét trén sao cho B(6) cuc tiéu V 6 e D dugc goi
la qui tac kiém dinh manh déu nhét.

Vi du : Biét bién X & tdng thé co phan phdi chuan N(p;6%) v6i 6% da biét. Xét cap
gia thuyét, d6i thuyét don

Hy : H=H,
H; : = (U > W)
Vi mic ¥ nghia @ , qui tic manh nhat dé kiém dinh cap gia thuyét, di thuyét trén la:
. X -
* Bac bo Hy néu: —uO«/H> U,
(&)

, , X —
* Chap nhdn Hy néu: Ho Jn< U,
(0}

Boi qui tic kiém dinh vira néu khong phu thudce vao | ma chi cin yéu ciu K, > U, nén
qui tic trén ciing 13 qui tic manh déu nhat kiém dinh cap gia thuyét don, ddi thuyét hop
Hy : H=H,
H; : w>pu, voi mire y nghia o.
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3. Doi thuyét mét phia va hai phia

Xét gia thuyét don : Hy : 06=0,

*Ménhdé:  H;:  0#6, goiladdithuyét hai phia ciia Hy

*Ménhdé:  H;:  0<0, goila doi thuyét phia trai cua H

*Ménhdé:  H;:  0>6, goila doi thuyét phia phai ciia Hy,

Khong phai luc nao ciing ton tai qui tic manh déu nhat dé kiém dinh gia thuyét Hy véi
mat trong ba doi thuyét vira néu. Cac qui tac kiém dinh duoc gidi thiéu trong gido trinh
nay hodc la qui tdc manh déu nhat hoac 1a qui tac tot va thong dung trong thong ké . Qui
tac “tot” ¢ day co thé hiéu theo nghia: Qui tac manh déu nhat 1a t6i uwu toan cuc thi qui
tac “ tot” la toi wu bo phan

4. Kiém dinh Ki vong cia phan phdi chuin khi phu’o’ng sai da blet
Gia su dac trung X & tong thé c6 phan phdi chuan N( ;67 véi ¢°da biét.

Tir mau ngau nhién (X, Xo,....X,) ta xdy dung qui tic kiém dinh gia thuyét
Hp : L=, trong cac truong hop sau:
4.1. Truong hop 1: D6i thuyét H, : p=zy,

Thong ké Z = X-u Jn co phan phéi chuan tic.
(¢

X-u

NS U, |I=t Néu gia thuyét Hy dang thi x4c suét

2

X — - L.
P12 "Mo /i 1>U, 1=t Néuldy t = o 1a mitc § nghia ctia bai toan kiém dinh thi
G —

2

P[lﬂ«/Honc 1= o
S «

Bét dang thu:c ~Ho /i
(&)

> U, < Mau ngau nhién ( X;, Xa,...X,)e W.
2

X-Wy fo
()

Diéu nay c6 nghia la: P[

>U,_]=P(W/Hy) =

2

Vay qui tic kiém dinh: Gia thuyét  Hy: n=pu,
Déi thuyét  Hi: [VEJ VI
voi muc y nghia o 1a:

X-p, Jn
(¢

Qui tdc 1: Néu: Zy = > U, quyét dinh bac bo Hy.

2

Néu: Zr = nl<U, quyét dinh chap nhan H.

2
Vi mau cu thé ( Xq, Xa,....Xn) da cho ta thuc hién bai toan kiém dinh theo cac budc sau:
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Bude 1: Tinh dai luong Zy =MJH
(¢}

Buoc 2: Tim Ug
Buoc 3:, So se’lnh2 hai gia ‘Eri trén roi dua ra quyét dinh:
Néu: Zr> U, quyét dinh bac bd Hy.
2
Néu: Zr < U, quyét dinh chap nhan Hy.
Hinh v€ sau mo ta mizén chap nhan va mién bac bo gia thuyét Hy

A f(Z)

Bac bod Hg Béac bd Hy
Chép|nhan Hg

Nw

= Uiz 0 Vg2
Hinh 2

Céc gia tri - U va U, l1a cic ngudng so sanh khi quyét dinh chap nhan hay bac bé H.
2 2

Vi dyu I1: Tt tong thé c6 phan phdi chuan N( u, 4) ta 1dy miu c6 kich thuéc n = 9 va
tim dwoc X =21,20.VSi mic ¥ nghia o = 0,05 hdy kiém dinh gia thuyét :

Ho: w= 20

H;: w # 20.

Tinh ZT =

X — 21,2_2070
|X HO|\/E:| 5 3=1,8 ; Tim U0’025 =1,96.
(0

ViZr =1,80 < 1,96 = Uy 05 ta quyét dinh chap nhan H,.
4.2 Truong hop 2: D6 thuyét p > u,

X-u

Tuong ty nhu truong hop trén théng ké Z = Jn taco phan phdi chuan tic. Dya

vao théng k& nay ta co qui tic kiém dinh gia thuyét :
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Hy : H=U,.

H;: K>, voi mic y nghia o la:

, . X - .
Qui tac 2: Néu : 27 iy s U . quyét dinh bac bo Ho.
(&)

. X - . .
Néw: 2Ho/n<u ., quyét dinh chap nhan H,.
c

V61 mau cu thé ( xj, Xp,....X,) ta cling thuc hién bai toan kiém dinh thao cac budc:

Budc I: Tinh Zr=2—*0
(o2

Budc 2: Tim U
Bude 3: Néu: Zp > U " quyét dinh bac bo Hy.
Néu: Zr < U " quyét dinh chdp nhan Hy.

Mién chap nhén va mién bac bé dugc md ta bdi hinh ve sau:

r f[Z)

Béac bd Hp
Chép|nhan Hg

¥

Hinh 3

4.3 Truong hop 3: D6i thuyét p <,

X-u

Tuong ty nhu truong hop trén théng ké Z = Jn taco phan phdi chuan tic. Dya

vao théng k& nay ta c6 qui tac kiém dinh gia thuyét :
Ho : U=,

H;: U<, voi mic y nghia o la:
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, . X - L,
Qui tac 3: Néu: Zy = Ho /o< -U, quyét dinh bac bo Hy.
(&)

. X - L (
Neéu: Zr = Ro /o> -U_, quyét dinh chap nhan H,.
c

V61 mau cu thé ( xj, Xp,....X,) ta cling thuc hién bai toan kiém dinh thao cac budc:

Buée 1: Tinh Zr=>—Ho /4
(¢}

Budc 2: Tim U
Bude 3: Néu Zr< - U o quyét dinh bac bo Hy.
NéuZp >-U o quyét dinh chip nhan Hy.
Mién chap nhan va mién bac bé dugc mé ta boi hinh vé sau:

A f(Z)

Bac bé Ho
Chép|nhan Hy

NwY

- Uy 0

Hinh 4

Vi du 3: Trong luong X goi mi n lién tudn theo qui ludt chuan N(u, 25).Ttr mau 25
gdi mi an lién ta tim dugc ¥ = 82 gam. Véi muc ¥ nghia o = 0,05 hiy kiém dinh gia

thuyét

Hy : L= 80

H,: u > 80.

Taco Zyr= T #o ﬁzszgsob_ = 2,0 ; Ugos=1,68.
o

Tt Zr> Ugs , 4p dung qui tic 2 ta quyét dinh bac bo Hy

5. Kiém dinh ky vong ciia phan phdi chuén khi khong biét phuwong sai
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Gia st bién X & tong thé c6 phan phdi chuén N( ;0 %).
Tir mau ngau nhién ( Xy, Xo, ..., X,) xdy dung quy tic kiém dinh gia thuyét
Ho: p=p, trong cac truong hop dbi thuyét hai phia va dbi thuyét mot phia
5.1 Kiém dinh gid thuyét: Ho: u=u,
Hi: H#EU,

, X
Xét thong ke Z =

M e ST S —X)?
S Y n_lg,(l )

DoZ ~ T,nén Vte (0,1)tacod

Y—,u\/;

P[ S >ti,n71]:t (1)
2
Néu H, dung thi:
X _
P2Vl > 1, 1= 2)
2"

Lay t = o la muc y nghia ctia bai toan kiém dinh ta co:

Xty

P
[ S

>t l=a 3)

Bét dang thuc:

1

Tur ddy ¢ quy tic kiém dinh

Y_,uo
S

>, :lza < (X, X,,.... X, )e W= P(W/Hy) = a.
—,n—1
2

Ho: H=H,

H;: U#U, voi mic y nghia o la

X‘ﬂo\/;

S

Qui tac 4: Néu quyét dinh bac bé Hy
1

n—

>1,
Es
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Xt o
S

Néu <t ta chap nhan H,
1

—a
= . n—
2

Cling nhu qui tac 1: V&i mau cu thé ( Xy, Xa,....Xn) ta tién hanh bai toan kiém dinh theo
cac budc sau:

Buéec 1: Tinh Zy = |X —Ho /il
S

Buoc 2: Tim ¢

g,n—l
2

Budc 3: NéuZr >t quyét dinh bac bo Hy
n-1,—

2

Néu Zr < t, quyét dinh chip nhan H,
n—1

2"

Mién chap nhan va mién bac bo Hy cho bdi hinh sau:

A (2)
Bac bd Hg Béc bd Hy
Chép|nhan Ho
S
- tﬂf'z.n-] 0 ‘a.'ln—l z
Hinh 6

Vi dy 1: Nang suit lta 1a mot dai lwong ngdu nhién X c6 phéan phdi chuin N( ;0 %).
Diéu tra nang suat giéng lua trén & 200 rudng ta dugc bang cac sb liéu sau:

Ning sudtta/ha 46 48 49 50 51 53 54 58
Séthiraruong 17 18 35 45 42 23 10 10
Vi mic ¥ nghia @ = 0,05. Hay kiém dinh cip gia thuyét ddi thuyét:
Ho: p =52

H]Z o) *52
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Pé tinh x va s ta 1ap bang sau:

Xj n; XN nixi2

46 | 17 782 35972
48 | 18 804 41472
49 | 35 1715 84035
50 | 45 2250 112500
51 | 42 2142 109242
53 | 23 1219 64607
54 | 10 540 29160
58 | 10 580 33640
> ] 200 10032 510628

2008

=37,3009;s=6,11.

X =50.16, 2 = x> —X*>=371144,s% =
199

150,16 —-52,001
Zn = T\/ 200 = 4,26, to02s, 199 = Ug025 = 1,96

Z1=4,26 > 1,96 = bac bo Hy

5.2 Truong hop 2. D4i thuyét Hy: u < p,

X-p

Tuong ty nhu truong hop 1. Tir théng ké Z = Vo co phan phdi Ty, néu Hy dung ta

¢6 qui tic kiém dinh cap gia thuyét ddi thuyét & mirc y nghia o 1a
Ho: HL=H,

Hi: H <K,

, , X —
Oui téc 5- Néu Z = T”O\/E <-t béc bo Hy

ao,n—1
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: X - :
NéuZ= Suo Jn>- ty..  chapnhan Hy

Hinh v& sau cho mién chap nhan va bac bdé Hy

4 f(z)

Bac bd Hyp
Chép

o
Ny

- tcr..n-]

Hinh 7
Duya vao qui tic 5, cac bude thuc hién bai toan kiém dinh nhu truong hop 1
5.3 Poi thuyét Hy: u >,

Tuong ty nhu truong hop 2, qui tac kiém dinh cap gia thuyét d6i thuyét

Hi: H>H,

¢ muc y nghia o

, , X —
Qui tic 6: Néu: Zy = S“O Jn >t bac bo Hy

, X - ,
Néu: Z = T”O\/E <t chdp nhan Ho

a,n—1

Hinh v& sau cho mién chap nhan va bac bdé Hy
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A f(2)

Bac bd Hp
Chép|nhan Hp %
0 tnr,,n-l z
Hinh 8

6.Kiém dinh phuong sai ciia phan phéi chuin , q
Tu mau ngau nhién (X, Xy, ... ,X;) cua tong thé c6 phan phoi chuan N(u ;0 2), voi muc
ynghia o xdy dung qui tic kiém dinh cap gia thuyét , d6i thuyét :

Ho: o 2= 68
H;: 6’> o
2
Thong ké Z = % c6 phan phéi Y 2_,, véit € (0,1) ta c6
()
n-DS* _
Pl———>% ] =t ey
()
2
Néu Ho dang thi [ 2" 5 2 1 )

0
Cho t = o 1a mirc y nghia ctia bai toan kiém dinh co:

(n—-1S*

Pl———>1a,.]=« )
GO
Bét dang thurc:
(n-Ds* __, .
T > X ona twong duong véi (X, Xo, ... . X)) EW & P(W/H)) =«
0
Qui tic kiém dinh H la:
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2
Qui tic 7: Néu w S22, bac bo Hy
GO

2
L
60

2 A A
< Xana chap nhan Hy

Hinh v€ sau chi mi€n chap nhan va mién bac bé Hy

$1(2)

Béac bd Hp

Chép nhan Hg

ﬂ. rm.l‘.‘.—l Z
Hinh 9
T mau cu thé ( Xy, Xa,....Xn) theo qui tac ta thuc hién bai toan kiém dinh cap gia thuyét ,
d6i thuyét: Ho: 6’=0 (2)
H;: 6> 6(2) 0 muc y nghia o theo cac budc sau:
, , n—1)s’
Buwoc 1: Tinh Zr = %
60

Buéc 2: Tim y. .,
Budc 3: NéuZr> y. ., tabac bd Hy
Néu Zr < ;{i)n_l ta chip nhan Hy

Vi du: Mot may san xuét cac tdm chéat déo dugc thudng xuyén theo ddi vé do day cua
san phém Biét do day X cua cac tam chat déo tuan theo qui luat chuan N( ;). Néu do
1éch chuan vuot qua 0,3mm thi chat luong san pham khong duoc dam bao vé ki thuat.
Nguoi ta chon ngau nhién 10 tam chat déo roi do do day cuia moi tam va dugc két qua
sau ( don vi do mm)

22,0;22,6;23,2;22,7;225;22,8;22,5;22,8;229;23,0.

Tur yéu cau cua thyc t€ véi muc y nghia o = 0,05 hay 1ap cdp gia thuyét va doi thuyét
thich hop danh gia tinh trang lam viéc ciia may san xuat cac tam chat déo trén
Do léch chuén & mirc cho phép khong vuot qua 0,3 mm twong tng véi phuong sai o
khong vuot qua 0,09 mm?. Ta ¢ cip gia thuyét dbi thuyét sau:
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Hy: ©2=0,09
H : °>0,09

2
Vé6i mu da cho ta c6: ¥ =227, 2 = 0.1089, Zp = =Ds” _ 9.0,1089

> =10,89
c, 0,09
¢ muc y nghia 0,05 ta co:

Aaoos = 16,92; Z1=10,89 < 16,92 = x7 5, quyét dinh chap nhan Hy, diéu nay c6
nghia 1a may san Xuat cac tAim déo van hoat dong binh thuong

Vi cap gia thuyét Ho: 6’=0 (2)

Hli

2
6’ < O
Ta c6 qui tic kiém dinh 13

. < (n-Ds’ —y
Qui tac 8: Néu % < xl. . tabacboé Hy
c, ’

2 A A
— 2 Xi_a.n tachip nhan Hy
60
Mién béc bo va mién chap nhan Hy cho béi hinh

F f{z}

Bac bd Hp
™
Chép nhan Hg
G Ilia:.ﬂ—l Z
Hinh 10
Vi cap gia thuyét : Hy: 6% = (53
H;: (0 2 * G(Z)
Ta c6 qui tac kiém dinh la:
L . (n=Ds*> . (n-Ds*> -
Quitac9: Néu ——— < ", hodc ——— > yx, bac bo Hy
GO I—E,n—l GO E,n—l
; n—1)s> ;
Néu 2, S% <yl chap nhan Ho.
1-—,n-1 G ,n—1
2 0 5

Mién béc bo va mién chap nhan Hy cho bdi hinh
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4 f(z)

Bac bé Hp Bac bd Hy

Chép nhan Hg

Hinh 11

Nhdn xét: Do phuong sai 14 s6 do dic trung cho sai sb nén cac bai toan kiém dinh vé
phuong sai nguoi ta thuong kieém dinh véi doi thuyét mot phia.

7. Klém dinh xac sut .
Xac suit xuat hién su kién A & mdi phép thtr P(A) = p. Tlen hanh n phép thur doc lap co
nAlan xuat hién A. Véi mic ¥ nghia o ta xdy dung qui tic kiém dinh cap gia thuyét, dbi
thuyét :

Ho: P="Po

Hi: P # Po

Xét théng ké Z =f%p«/ﬁ ,f =D ,q =1 - p, thong ké nay theo dinh 1y gidi han trung tim
Pq n
c¢6 phan phéi xap xi chuan tic. Néu Hy dung thi
7 = f B pO

VPolo

ctia phan phdi chuén, ta c6 qui tic kiém dinh cap gia thuyét dbi thuyét trén la:

f-p, \/E
VPod0

f-p, Jn
Poo
Vi du: Xét nghiém 1000 mau mau cta nhirng ngudi dan & ving Ty Nguyén ta thiy
¢6 232 miu mau co ky sinh tring sot rét. Hay kiém dinh :
H()Z pP= 0,2
H;: p # 0,2, mtc y nghia @ = 0,05.

f—po f-0,2 \W
Pt | 0208

Up.o25= 1,96 ; Zr=2,53 > 1,96 Vay gla thuyet Hj bi bac bo.
Chii y 1: Vi cap gia thuyét dbi thuyét

Jn c6 phan phdi xap xi chuan tic. Gidng nhu bai toan kiém dinh ky vong

Qui tac 10: Néu: > U ta bac bo Hy

2

Néu: < U, ta chap nhan Hy,.

2

232

Taco f=——-=0,0232,Zr = 2,53.
1000
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Ho: P=po

) ~Hi: P> Po
C6 qui tac kiém dinh sau:
Qui tic 11: Néu R VIV U, bac bd Ho
VPodo
. Néu f_ﬁx/ﬁ <U, chép nhan H,.
Poo
Chii y 2: Vi cap gia thuyét dbi thuyét
Ho: P =po
, Hi o p<p
Ta c6 qui tac kiém dinh sau:
Qui tic 12: Néu L VIV U, bac bo Hy
VPodo
. Néu f_ﬁx/ﬁ >U, chip nhan Hy.
Poo

Vi du: Mot kho bao quan hat gidng duoc xem 1a chua dam bao ki thuat néu ty 1¢ hat
nay mam dudi 70%. Ngudi ta 14y 500 hat trong kho dem gieo va thiy c6 340 hat nay
mam. Vi muc y nghia o = 0,05 hay 1ap gia thuyét va d6i thuyét thich hop dé xét xem
kho bao quéan hat giéng trén da dam bao k¥ thuat hay chua.

Yéu cau trén tuong duong véi viée kiém dinh cip gia thuyét ddi thuyét :
Ho: p=0,7
H;: p<0,7

Taco f=068, 1-po=03, Zr=—mPo__ [y 008707 ss55_ 179
NPo(1=py) 4/0,7.0,3
Uo,025= 1,96 ; ZT = -1,79 > -U()’()25 =- 1,96
Vi két qua trén ta chua du co s dé két luan tiéu chuan ki thuat ciia kho bao quan hat
gidng 1a co van de.

8. Kiém dinh sy bang nhau ciia hai ky vong ciia hai phan phdi chuén.
Tir hai miu ngdu nhién doc 1ap ldy tir hai téng thé c6 phan phdi chuan N(u, ;03)
N( 4, ;07)) ta xay dung qui tac kiém dinh cap gia thuyét, ddi thuyét:
Ho: Wx= My
H;: Wx# Uy
8.1: Truong hop o} , o} da biét.
XY (g —Ky)
c

Thong ké Z = - - ¢6 phén phdi chun tic
(o)

X 4Ty
n

Néu H, diing thi Z = c6 phéan phdi chuén tic,
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o X-Y]|
Khi d6: P[ —— >Ug]=0(
2

Ok , Oy
n m
Tu day c6 qui tac bac bo Hy la:
e £ ‘X - ?‘ K, 4
Qui tac 13: Néu - = > U, quyét dinh bac bo Hy
o, O 2
n m
RX-¥ o
Néu <U, quyét dinh chap nhan Hy.
oy o, 2
x4 Oy
n m

V6i hai mau cu thé (x1, X2, ..., Xn) Va (Y1, Y2,...ym) thuc hién bai toan kiém dinh cap gia
thuyeét , doi thuyét trén theo cac budce sau:

- x-3l
Buwoc 1: Tinh Zr = —
o, . S
+ 7
n m
Buéc 2: Tim U .
2
Buéc 3: Néu Zr> U, bac bo Hy
2
Néu Zr< U, chép nhan Hy

2
8.2. Truong hop ©% ; 65 chua biét nhieng n, m > 30.(goi la mdu l6n)
. X-Y -y, — o . ., ,
Do théng ké Z = “Wx=By) 4 phan phéi xép xi phan phéi chudn tic. Néu Ho
2 2
Sk, Sv
n m

dung thi

X - y N A A 2 A <
———=———0 phén phoi xap xi chuén tac

/Sz S3

X 45y

n m

Ciing nhu ¢ truong hop trén ta cd qui tac chap nhan hodc bac bo gia thuyét Hy vdi doi
thuyét hai phia la:

7 =

Qui tic 14: Néu: ‘X YA‘ > U, quyét dinh bac bo H
S s, 2
n m
RV N
Néu —< U quyét dinh chap nhan Ho.
S? .\ s, 2
n m



8.3. Truong hop o2 ,6} chia biét nhung biét 6% =07}
X_?_(MX _Hy)
1

S—+l
n m

DX =X+ (Y, -Y)?

Thong ké Z = ¢6 phan phdi Toimo

(n=DS; +(m-1S;

Sz _ =l j=1 _
n+m-2 n+m-2
A /. 1 X - ? r A A \ r P « R . - <
Neéu Hy dang thi Z = ﬁco phan phoi Tyim2 va ¢6 qui tac kiém dinh cdp gia
Sy[—+—
n m
thuyét, di thuyét & mic y nghia o la:
Hy : Wx =My
H,: Hx #ly
Ry .
Qui tac 15: Néu >t, quyét dinh bac boé Hy
1 1 En+m—2
S,[—+—
n m
X-Y .
Néu —— <t, quyét dinh chap nhan Hy
1 1 E,n+m—2
Sy[—+—
n m

Vi hai mau cu thé (X1, X2, «.., Xp) VA (Y1, Y2,...ym) thuc hién bai toan kiém dinh cap gia
thuyét , d6i thuyét trén theo cac budc sau:

¥ _ _ 2 _ 2
Buée 1: Tinh Zy= 3] voi st = DSk Fm=Dsy
N 1 n+m-2
S R -
n m
Buoc 2: Tim ¢,
E n+m-2
Budc 3: Néu Zr>t, quyét dinh bac bo Hy
—.,n+m-2
2
Néu Zr< t, quyét dinh chap nhan H,
—.,n+m-2

Vi du: Dleu tra ning suat cta 8 thira rudng trong gidng laa A va ning suét cua 10 thira
rudong tron glong lua B v6i cung mot didu kién canh tac ta co két qua sau:
X 40 38 40 42 44 41 36 39
Y 41 44 38 42 40 45 39 37 \ 43 ‘ 41 \

Biét ring X~N(y ;62), Y~N(, ;6 %). Vi mitc y nghia o = 0,05 hay kiém dinh:

Ho: Hx =Hy
Hi: Hx #Hy
42

Tacod X =40, y=41, s§(:7—6 = 6,66, s” = 6,375, s = 2,52.
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_ x-3

1/—+— 2521/ +—
n m

t()()25 16= 2 12 ZT = 0 835< t0025 16 = 2 12. Chap nhan HO

Chii y 1: Bai toan kiém dinh cdp gia thuyét va ddi thuyét trén con dugc goi 1a bai toan
so sanh sy bang nhau va khac nhau hai ky vong ctia hai phan phdi chuén.

Chii y 2: Trong thyc té nhiéu khi ta can so sanh ky vong ciia bién ngau nhién X véi ky
vong ctia bién ngiu nhién Y cong thém mot hing sd W, khi d6 ta co bai toan kiém dinh
cap gia thuyét d6i thuyét sau:

Hy : Hx =Hy TU,
H,: Hx #Hy tH,
Khi gip bai toan nay c¢6 cac qui tic kiém dinh sau:
* Néu biét o, Gi qui tac kiém dinh cp gia thuyét, d6i thuyét trén la:

=0,835.

L2 £ ‘i_ _uo‘ A, e L o1n
Qui tac 16: Neéu: — >U, quyét dinh bac bé Hy
c. O, 2
+ 7
n m
e ‘X - ? - Mo‘ K, . 4 A
Néu - <U, quyét dinh chap nhan Hy.
6. O, 2
+ 7
n m

£ - A 2 x . . L
* Néu chua biét G Gi nhung mau n, m > 30 ¢6 qui tac sau:

X-Y _Mo‘

Qui tac 17: Néu: >U quyét dinh bac bo Hy

‘ <U quyét dinh chap nhan Ho.

- X - X 2 , < L
* Chua bi€t 0} ,0, nhung bict G, = (5;. Ta c6 qui tac sau:

z X ‘X - ? - uo‘ L 4.
Qui tac 18: Néu: ———>1t, quyét dinh bac bo Hy
1 1 E,n+m—2
S,[—+—
n m
. ‘X - ? - Mo‘ £, 4 A
Néu <t, quyét dinh chap nhan Hy.
1 1 E,n+m—2
S,[—+—
n m

Chii ¥ 3: Néu khong c6 thong tin gi v& G- va 6. ma kich thudc ciia mau n, m < 30 ta

tién hanh theo mot trong hai cach sau:
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* Cdch 1: Thu thap thém dir liéu mau dé n, m > 30 sau d6 st dung qui tic kiém dinh nhu
da néu trong muyc 4.2.
* Cach 2: Xay dung cap gia thuyét doi thuyét phu:

H’o: Gi = Gf,

H: Gi * (5?,
Qui tic kiém dinh cdp gia thuyét ddi thuyét nay s& trinh bay ¢ muc sau.
Néu H’y dugc chap nhan ta sir dung qui tac nhu da néu & muc 4.3.
Néu H’j b1 bac bo thi vé mat ly thuyét viéc so sdnh hai ky vong trén chua gidi quyét
duoc. (Bai toan Behrens-Fisher).

véi cung muc y nghia o.

9. Kiém dinh su bang nhau ciia hai Ky vong véi d6i thuyét mét phia.
Tu hai mau ngau nhién ddc 1ap:

(X1, Xar Xin X)) 1 Xi =~ N(l14, G2,
(Y1, Y2....Yj,...Y0) ; Y~ N(y, 03).
Ta x4y dung qui tic kiém dinh cap gia thuyét doi thuyét :
Ho: Hx =Hy
H;: Hx > Uy
9.1 Truong hop 1: Khi G-, 6 da biét.
XY —(uy —Hy)
oy

Thong ké Z = c6 phéan phdi chuén tic.

=) ‘XQN
+

m
-Y

ol

Néu H, dang thi Z = ¢6 phén phdi chuan tic.

= ‘NQN
+
8 <

Tir day ta c6 qui tic kiém dinh cip gia thuyét ddi thuyét trén la:

Qui tic 19: Néu: % >U,  quyétdinh bac bo Hy
ox v
n m
Néu: & <U quyét dinh chép nhan Hy

9.2. Truwong hop 2: Khi G2, o, chua biét nhung m, n> 30.

Tuong ty nhu trén ta c6 qui tac kiém dinh 1a:

Qui tac 20:  Néu: # >U, quyét dinh bac bé Hy
2 2
Sx Sy
n m
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. X-Y CoL .
Néu: — — < U, quyétdinh chap nhan H
2 2
Sx Sy
n m
9.3 Truong hop 3: Khi G ; chiea bié t nhung biét G = G
X-Y- ..
Do bién Z = (Hx —Hy) c6 phan phoi Thim2
1 1
Sy[—+—
n m
) X-Y .
Néu Hy dung thi Z =T c6 phan phoi Thim-2
Syf—+—
n m
Tir day ta c6 qui tic chap nhan va bac bo Hy la:
, . X-Y _—
Qui tac 21: Néu i >ty eme  quy€tdinh bac bo Hy
S,[—+—
n m
. X-Y CoL .
Néu i Stymmo  quyétdinh chap nhin Hy.
Sy[—+—
n m
Chii y: Dé kiém dinh cip gia thuyét ddi thuyét
Hy : Ux =Hy TH,
Hi: Ux >Uy 1,
* Truong hop O, 6> da biét qui thc kiém dinh 1a:
, , X-Y- .
Qui tée 22 - Néu Bo U, quyt dinh bac b Ho
% , Oy
4 + - -
n m
Néu: u<U uyét dinh chdp nhan H.
: - » quyét dinh chap nhan Hj
GX GY
A + - =
n m

Trudng hop chua biét G G nhung n, m > 30 ta c6 qui tic kiém dinh sau:

X - g
Qui tic 23: Néu: —= Auo >U, quyét dinh bac bo Hy
2 2
Sx Sy
n m
. X-Y- - .
Neu: A—Auo <U, quyét dinh chap nhan Hy
2 2
Sx Sy
n m
Trudng hop chua biét 6’ o 5 nhung biét G = 6 ta c6 qui tic kiém dinh sau:
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Qui tac 24: Néu : T o quyét dinh bac bo Hy
Sy[—+—
n m
Néu X _1Y _ ilo <t, . quyét dinh chap nhan Ho.
S\ —+—
n m

Vi dy: Theo ddi 10 thira rudng trong gidng lta A véi nang suét X ta duoc:

X = 6,2 tan/ ha, s2=0,16.
Theo ddi 8 thira rudng trong giéng laa B véi nang suat Y ta duoc:

y=5.4tan/ ha,s’ = 0,20.
Biét chi phi canh tic giong lia A ton kém hon giéng lia B qui ra thoc 1a 0,4 tan/ ha. Véi
murc y nghia & = 0,05, xay dung gia thuyét va doi thuyet thich hop dé khang dinh giong
lta A ¢6 hiéu qua kinh t€ hon giong lta B khong. Biét rang nang suat cua hai giong lua
nay déu c6 phan phoi chuan véi phuong sai bang nhau va gia thanh cua hai loai lua nay
1a nhu nhau. i o )
Yéu cau trén twong trng voi viée kiém dinh cap gia thuyét doi thuyét sau:

Hy : My =M, +0,4

H;: My >, +0,4
, —1Ds2 +(m-Ds? 9. )
Ta cb SZ= (n—Dsx +(m—-1)sy =90,16+7 O’2O=0,18;s=0,42
n+m-2 16

ZT:

X-y-H, 62-54-04
1

SO g
n m 10 8

Do Z1=2,01> 1,75 = t,45 s quyét dinh bac bo Ho, Diéu nay c6 nghia la giéng lua A c6

=2,01 5 fy0s 16 =175

hiéu qua kinh té hon giéng lta B.

10.Phwong th’up~so sanh cap doi
Xét n cap mau ngau nhién (X,,Y)),(X,,Y,),....(X,.Y,)
X; c6 ciing phan phdi véi X c6 phan phdi chudn N(u,,6%).Y; co cing phan phdi véi Y
c6 phan phdi chuan N(u,,6%), X doc lap véi Y.
PitD=X-Y.Di=X;-Y;, Uy =iy —lLy, Oy =0y +0Oy
Khi d6 D~N(u, ,02): 5:%2'1:1),. =X-Y ; S} :ﬁi(a -D)
Cip gia thuyét d6i thuyét: - -

H,: Hx =My +H,

H,: Hx #Hy TRy
tuong duong voi cdp gia thuyét doi thuyét:

H," My =M,

,Hl': Uy #H
Str dung quy tac 4 ta co:
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‘D My

D

Néu Z, <t ta quyét dmh chap nhan Hy.

.
2’

‘ Jn >t ta quyét dinh bac bo Hy.

,n—l

Néu Z,

Cap gia thuyét d6i thuyét:

Hy:  uy =py +H,

Hi: Uy >Hy U,
tuong duong voi cap gia thuyét doi thuyét:

Hy' Uy =,

Hlv: Hy > Hy
St dung quy tdc 6 ta co:

. D —
Néu z, == Ho Jn >t

Vv

ta quyét dinh bac bo Hy.

anl

Néu Z, <t

Vi du: Tai mot cu lac bo thim my nguoi ta quang cio réng sau mot khoa tap luyén
giam béo nguoi tham gia tap luyén c6 thé giam trong lwong hon 5 kg. Mot mau ngau

nhién gom 10 nguoi dugce do trong lugng trudce va sau khi tp luyén cho bdi bang sau:

ta quyét dinh chip nhan H.

a,n—1

X 85 90 96 93 86 89 82 84 | 100 | 102

Y 80 86 90 86 81 81 78 81 91 | 93

Hay lap cip gia thuyét dbi thuyét thich hop dé kiém tra tinh ding dan cua viéc quang cao
noi trén. Biét rang X ~ N(uy,03), Y ~ N(u,,0;).
Xét cap gia thuyét d6i thuyét:
Hy: py =dy +5
H,: uy>py +5
=X-Y,D;i=Xi-Y;, Djnhan cac gia tri sau:
4 6 7 5 8 4 3 9 9
40

5
Taco: d=6, s’ =5 =50 =21ty =187

_ 423 12973 10 =150
s, 211

Z. =1,50<1287 quyét dinh chap nhan gia thuyét Hy. Diéu nay c6 nghia véi mirc ¥

nghia & = 0,05 trong lugng ctia nhitng nguoi tp luyén gidm béo chi ¢ muc giam di nho
hon hoic bang 5 kg.

Phuong phéap so sanh cip doi thuong duoc sir dung trong cac thi nghiém khoa hoc. Dé
xem mot phuong phap canh tac, mot ché do cho gia stc n, mot loai thubc méi ... c6 tot
hon loai cli hay khong, nguoi ta s€ bd tri n cap thi nghiém, mdgt thuc hi¢n theo phuong
phép cli mot thuc hién theo phuong phap mdi, sau thoi gian thi nghiém thu dugc n cdp
dit liéu tr d6 dua ra ké luan.

11.Phwong phap loai bé céc sai so tho
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Khi thu thap va kiém tra cac s6 liéu mau, do nhiéu nguyén nhan chu quan va khach quan,
viéc gap phai cac sai s0 1a d1eu khong thé tranh khoi. Céc loai sai s thuong gip trong
viée diéu tra va thu thap cac so ligu la :
11.1. Sai s6 thé: La sai s0 xuét hién do vi pham cac nguyén tac co ban cua viéc do dac
hodc do nhing so suit ma nguoi thu thap s6 liéu gy ra mot cach ¢ y hodc vo ¥.
11.2. Sai 50 he thong: La nhiing sai s6 do cac dung cu do gy ra hodc do ki thuat vién
khong nam duogc qui tc van hanh dung cu do. Sai s loai nay dé phat hién dé loai bo.
11.3. Sai s6 ngau nhién: La sai s6 chiu tic dong cua nhidu nguyén nhén, cic sai sé nay
thuong nhé va khong chiu sy tac dong ctia nguoi thu thap s liéu.
Trudc khi tién hanh phan tich va xir 1y s6 liéu, viéc loai bo cac s6 lidu di thudng (cic sai
s6 tho) ra khoi tap cac s liéu can xir 1y 1 diéu can chu ¥, ¢6 nhu vdy cac thong tin thu
duogc sau xtr ly méi ddm bdo tinh chinh xac véi dJ tin cdy cao.
11.4. Phirong phdp logi b6 sai sé thé:
Khi tién hanh loai bo sai s6 tho (s6 liéu la) ta can chd y:
e Trudc tién can kiém tra xem c6 so sut hodc ¢6 vi pham cic nguyén tic co ban
khi thu thap s6 liéu khong?
e Thu loai b6 xo1a s6 liéu bi nghi ngd réi tién hanh xir 1y s6 liéu xem két luan c6
khac so véi khi giit lai xo hay khong? Néu khong c6 sai khac déng ké thi nén giir
lai $b liéu x,.
e Nén tham khéo cdc tai liéu chuyén mén lién quan c6 thé giai thich cho viéc xuat
hién s6 liéu la nay sau d6 méi quyét dinh nén giit hay nén bo.
Gia str ta c6 day s6 liéu: x,, x,,..., x, & d6 xo bi nghi ngo 12 s6 di thudng (gid tri nhé nhat
T

hodc 16n nhét) trong day s6 trén. Khi do ta xét dai luong: 2, =—. Néu
S

Z, >t ta quyét dinh loai bo gia tri X ra khoi ddy céc so lidu trén.
1

a
= n—
2

Néu Z.<t, ta két luan day sd liéu trén khong c6 s di thuong. Trong thuc té tuy yéu
—,n—1
2

cau chinh xéc cua vige xu ly sO li¢u nguoi ta thudng lay a 6 cac muc 0,05 hogc 0,01.
Vi¢c dua ra ti€u chuan loai bo sai s0 tho noéi trén dya trén gia thiét cac so li¢u mau
Xy, X ..., X, 14y tlr tong thé c6 phan phdi chuan N(u,0?).

Vi du: Nguoi ta do 10 truc thép do mot day chuyén co khi san xuét tinh duoc
x=198, 5 =0,04 trong d6 ¢o truc c6 duong kinh 16n nhat 13 2,03. Véi mic a = 0,05
hdi truc c6 duong kinh néu trén c6 phai la truc di thuong khong?

Tac():ZTz‘XOS_X‘\/H= 0.04

togs.o = 2,26, Zy =3,64 > 1) ,s o = 2,26 truc c6 duong kinh 2,03 nén loai khéi mau.

Chii y: D& kiém tra gia tri nho nhat va gia tri 16n nhat ciia mau c6 phai 12 sai sb tho
hay khong trong truong hop kich thudc mau khong 16n ta c6 thé thuc hién theo qui tac
sau:

. X - X -
*Tinh: Zrm = —=—— hoac Zry =
K

X—x
§
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*Tormbc @ tatim C, tir bang 7
* S0 sdnh Zry VA Zrm voi C,. Néu Zry > C,, ta 10ai Xmax . Néu Zry, > C,, ta loai bo

Xmin

12.Kiém dinh sy bang nhau ciia hai xdc suat
Xac suét xuét hién su kién A trong mot day n phép thur doc 1ap P(A) = p;
Xac suat xuat hién su kién B trong mot day n phep thir doc lap P(B) = p,
Ta x4y dung qui tic kiém dinh gia thuyét
Ho:  pi=p

12.1 Truong hop doi thuyét hai phia H; : p; # p:

Gid su sau day n phép thir doc 1ap ¢6 n, lan sy kién A xuat hién
Trong m phép thir khac co6 my, lan sy kién B xuét hién

Patfy = 2o f, =18 r-Ta ¥l
n m n+m
Théng ké Z = — (P, —P,) c¢6 phan phdi xap xi chudn tic
\/f(l—f)(+1)
n m
A , N f[ _f2 , A Ae A 5 2 < A
Néu Hy ding thi Z = T c6 phan phoi1 xap xi chuan tac nén
\/f(l—f)(+)
n m
P[ f -1, | >U, ]l=a.

\/f(l—f)(1+1) 2
n m

Tir ddy ta c6 qui tic kiém dinh d6i voi cap gia thuyét dbi thuyét:

Ho : p1=p2
H;: . P1# p2 0 mic ynghia & 1a

, . [f, —1f,1

Qui tac 25: Néu L2 >U, bac bdé Hy
\/f(l—f)(1+1) :
n m
. f —f .

Néu It -1, | <U chap nhan Hy

\/f(l—f)(1+1) 2
n m

Vi du: Piéu tra mot loai bénh & hai trai gataco két qua sau:
Trai thir nhdt: Kiém tra 500 con c6 60 con méc bénh
Trai thir hai: Kiém tra 400 con c6 50 con méc bénh
Goi p1, p2 1a x4c sudt dé mdi con ga ¢ trai thi nhat va trai thir hai mac bénh. Hay kiém
dinh gia thuyét , dbi thuyét
Hy : p1=p2
. H;: _ p; # p2 6 mic ynghia & =0,05
Taco: f;=0,12, £, =0,125, f= 0,122
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Zr= I, =6 | = 0,005 =0,23 ; Ug,005 = 1,96

I 1
\/f(l_f)(n+m) \/O 122.0, 878(—0+m)

Z1=0,23 <Up s =1,96 ; gid thuyet duoc chap nhan.

12.2 Trueong hop doi thuyét mét phia: H:pi>p>
Tuong tuy nhu truong hop trén ta c6 qui tic kiém dinh 1a

f,—f
Qui tdic 26: Néu L >U, bacboHy
\/f(l—f)(1+1)
n m
f1 — fz

<U, Chép nhan Hj
\/f(l—f)(1+1)
n m

13.Kiém dinh sy bang nhau ciia hai phwong sai
Gia st X~ N(y ;03)), (X1, X2, ..., X;) 1a mot mau ngau nhién twong tng.

Néu

Y ~N(u,;067)), (Y1, Yo, ..., Y,) 1a mot mau ngau nhién twong tmg.
Ta xay dung qui tac kiém dinh gia thuyét Hy: & i =0 %( 0 muc y nghia &
13.1 Trwong hop doi thuyét mét phia: Hy: oy >0,

. S? 2 ‘. . 2 ‘.
Thong ké Z = —’2(6—; ¢6 phan phoi F,.; 1. Néu Hp dung thi Z = S—;‘ ¢6 phan phoi
GX SY SY

2
Fitmi. =>P(Z>F,, . )=«
Tur day ta co qui tac kiém dinh cap gia thuyét doi thuyéet
_ 2 2
H;: 0§(>6%{6mfrc§?nghiaalé
. . SE
Qui tac 27: Néu S_Z( > F

a,n—1, m—1
Y

ta bac bé Hy

2
Néu Sx < F ta chap nhan H

2 a,n—-1, m—1
Y
13.2 Trueong hop doi thuyét 2 phia H;: & g( * 0 %(

Véi cap gia thuyét d6i thuyét

. 2 _ <2
Ho: oy =0,

. 2 2
Hi: Oy # 0y

& muc ¥ nghia ¢ ta c6 qui tic kiém dinh sau:
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iy c sy _—
Qui tac 28: Néw: % ¢ | F ,F, ta bac bo Hy
S 1-Z,n-1, m-1 =, n-1, m-1
Y 2 2
.S .
New: X e|F , s F, ta chap nhan Hy
SY I—E,n—l, m-1 ?n—1, m—1

Vi du: Mot mau gém 17 phan tir 14y tir tong thé ¢6 phan phdi chuan N( u L0y ta

dugc: s3=123,5.
Mot mau ngau nhién khac gom 15 phan tir cling 1ay tur tong thé c6 phan phdi chuan
N( 4, ;07 ) ta dugc s%{ = 60,4. Vi muc ¥ nghia @ = 0,05 hiy kiém dinh cap gia thuyét
doi thuyéet

Hy: o3 =0,

Hi: o} >0,

sy 1235

TacoZr=—=-=
T2 604

=2,04, F, 45 1614 = 2,48, tachdp nhan gia thuyét :Hy: o3 =07

14. Kiém dinh su bang nhau ciia nhiéu Ki vong

Viéc so sanh sy bang nhau cua nhiéu ki vong la mot yéu cau kha pho bién trong nong
hoc, sinh hoc cling nhu trong 1am hoc. Chang han nhu so sanh nhu so sanh ning suét ctia
k gidng laa khac nhau hay so sanh chiéu cao trung binh ciia k ching nguoi khac
nhau...Nhitng van dé vira néu s& dugc dé cap ki hon trong gido trinh thong ké nang cao.
Trong muyc ndy ta xay dung phuong phéap kiém dinh gia thuyét ddi thuyét

Ho: M= =, = = U,
Hi:  3i#jdé u, #p,
Gia st :
( Xi11, X12, oeey X1 ny ) 1a mau ngéu nhién léy tur téng thé ¢o phan phéi chuin N(u, :0%)
(Xit, Xig, s Xi ) 12 mau ngau nhién 13y tir tong thé c6 phan phdi chuan N( g, ;6%)
( Xki1, Xk2y vees Xk ) 1a mau ngéu nhién léy tur téng thé ¢o phan phéi chuin N(u, :0%)

_ 1] &
X, :—ZXU, :—ZX Zij

0 o n, o
X, 1a trung binh ctia mau ngau nhién thir i

$Si= (X, -X,)? téng binh phuong 4o léch ciia nhom th i

=1

k
SSW = Z:SSi 1a tong binh phuong d6 léch bén trong cac nhom

i=1

— ko _ k .
X= lZ:niXi la trung binh chung, n = Zni la kich thudc mau
o i=1

SSB = Zni (X, —X)? 1a tong binh phuong do léch giita cdc nhom
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k,n; o ) .
SST = Z:(Xij —X)? 1a tong binh phuong do 1éch toan phan
i,j=1

Ta c6 SST = SSW + SSG

MSW = SSW
n —
luong khong chéch cia phuong sai o °.

B . .
MSB = ZL goi 1a binh phuong trung binh gifta cdc nhom. Day cling 1a mot udc

goi 1a binh phuong trung binh bén trong cac nhom. Pay la mot udc

lugng khong chéch cua phuong sai o g

Khi gia thuyét Hy dung nguoi ta thuong ching minh duoc rang bién Z = c6 phan

phﬁl F7k-],n-k , , , , ,
Tu khang dinh trén ta c6 qui tac ki€ém dinh cdp gia thuyét doi thuyét
Ho: ==, = = 4,
H: Ji# jde u, #p,

¢ muc y nghia & 1a
Qui téc 29: Néu 222G
MSW

> F, .. tabdc bo Hy

. MSB A .
eu < F, . . tachap nhan Hy
MSW o, k—1;n—k g
V61 mau cu thé

Xi X2 X Xk
X11 X21 Xil Xk1
X12 X22 Xi2 Xk2
Xlnl X2n2 Xini ank

Ta tién hanh thuc hién bai toan kiém dinh cip gia thuyét , di thuyét
Ho: M= =, = = U,
Hi: Jdi#jdé u, # u,
o muc y nghia & theo cac budc sau:
Buoc 1: Tinh cac s6 liéu ung véi mau da cho:

1 n; 1 k ny k k
- _ - _ - _ =32 _ _ - =2
Xi——E Xj » x——E n,X, , ss; = E (X —X;)7, ssw = E ss; , ssb= E n,;(X; —X)
n; i n'ig j=1 i=1 i=1

SS SSW ssb
msb:—g, msw = y Ly =——
— n—k SSW

Buoc 2: Tim F, .,
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Buéc 3: NéuZr> F,,, ., quyétdinh bic bo Hy
NéuZr < F

. kLmk quyét dinh chap nhan H,
Vi dy: Dé so sanh nang suit cua 3 giéng lta A, B, C ngudi ta thuc hién thi nghiém
trén 20 thira rudng, sau khi thu hoach ta ¢6 két qua sau:
Gidng lua A trong trén 7 thira rudng ning suit X, cta timg thtra rudng 1a:
54 57 55 58 61 54 52.
Gidng lua B trong trén 6 thira rudng ning suat X, cua ting thira rudng la:
50 55 58 54 61 52
_Gibng lta C trong trén 7 thira rudng nang sudt X3 cua ting thira rudng 1a
) 58 60 54 56 61 60 57
& mirc y nghia @ = 0,05, hiy kiém dinh gia thuyét
Ho: Ning suét ciia 3 gidng lta trén 14 nhu nhau
Biét réng X, X, X5 14 céc bién chuan co cung phuong sai

Ta co XI:%(54+57+55+58+61+54+52)=56.

X =1(50+55+58+54+61+52)=55.
6

i3=%(58+60+54+56+61+6O+57)=58.

X =%( 7.56 +6.55 +7.58 ) =56.4.

s81 = (54 - 56)*+(57 - 56)* +(55 - 56)* +(58 - 56)* +(61 - 56)* +(54 - 56)* +(52 - 56)* = 55
$82 = (50 - 55)% + (55 - 55)%* + (58 - 55)* + (54 - 55)> + (61 - 55)* + (52 -55)* =80
$83 = (58 - 58)*+(60 - 58)%+(54 - 58)* +(56 - 58)> +(61 - 58)* +(60 - 58)* +(57 - 58)* =38
SSW = SS; + SS» +8s3 =173
ssb =7. (56 - 56,4)* + 6. (55 - 56,4)* +7. (58 - 56,4)* = 30,8

msb= 28 2308 1540 msw=" 13 1018
k-1 2 n-k 17
msb 15,40
Zp= =2 151 Feyusoos =F =359
T S 10’18 k-1,n-k,0,05 2,17,0,05

Z7=1,51<3,59 =Fops,2.17
Gia thuyét dugc chap nhéan, khong c6 su khac nhau vé nang suat cia ba giong lua trén.

III . Kiém dinh gid thuyét phi tham soé

1. Kiém dinh mét phan phoi xac suét )
Theo ddi mot day n phép thur doc lap ta co két qua sau:

Su’ kiél’l A1 Az Ai Ak

Tan so n n .. n ... Nk

Trwong Dai hoc Néng nghiép Ha Ngi — Gido trinh Gido trinh Todn xdc sudt thong ké................... 139



Ta tién hanh kiém dinh cdp gia thuyét d6i thuyét & muc ¥ nghia a

Ho: P(A)=p1, ... ,PA)=pi, ... ,PAY=pk

Hi: dj dé P(A)) # p;
Nhan thay rang: Hy dung thi n; =np;, dé kiém dinh cdp gia thuyét dbi thuyét trén can dua
ra mot thong ké thich hop dé khi thong ké nay vuot qua ngudng cho phep nao do thi ta
noi co sy khac biét gitra n; va np;. Khi do ta s& quyét dinh bac bo gia thuyét con néu
nguoc lai ta chdp nhan gia thuyét hay néi dung hon 1a miu di cho phu hop véi gia
thuyét.
1.1.Truong hop cdc p; da biét

.. , . N % , 1 A A & (n, —np, )’
Nguoi ta chirng minh dugc rang néu Hy ding thi thong ké Z = Z;
=1 np;

phdi gi6i han Xﬁ_l. Khi théng ké nay vuot qua ngudng Xﬁ_m ta quyét dinh bac bo gia

cO phan

thuyét.

Qui tac kiém dinh cap gia thuyét ddi thuyét
Ho: P(A)=pi, ... ,PA)=pi, ... ,P(AY=pk
Hi: dj dé P(A)) # p;

¢ muc y nghia & 1a

Qui tac 1: Néu Zg

> %5 tabac bo Hy
np;

Néu Z( < ¥h. ta chip nhan Hy

Viduy 1: Hai ca the o the l}c F; (cung mang kiéu gen Aa) dem lai v&i nhau. Céac cé thé
o theé hé F, c6 mot trong 3 ki€u gen AA, Aa, aa. Dicu tra 200 ca thé ¢ thé h¢ F; co:

Kiéu gen AA Aa aa
S6 cé thé 40 105 55
& mirc y nghia & = 0,05 kiém dinh cap gia thuyét , doi thuyét

Ho: Kiéu gen O thé hé F, tuan theo luat Mendel

Hi: Kiéu gen ¢ thé hé F, khong tuin theo luat Mendel

Gia thuyét Hy twong mg véi P(AA) = i, P(Aa) = %,P(aa) = i

St dung qui tic 1 ta thuc hién bai toan kiém dinh theo cc budc sau:
3 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
Budc I: Tinh Zy = 3 (n,—np;)° _ (40-50)°  (105-100)" ~ (55-50)
i=1 np; 50 100 50
Buoc 2: Tim ;{02,05,2 =5,99

=275

Buée 3: Zr=2,75<5,99 = x% s, - Theo qui ticl gia thuyét Hy dugc chip nhan diéu
nay c6 nghia 1a miu da cho phu hop véi qui luat Mendel
ko(n.—np,)* &nP-2nnp. +n’p’
Chii y: Xét Zr= Y (0, =np))” _ 1y =2nnp, +np,
i=1 np; i=1 np;

k

2
= Zn—’—ZZn +anl Zk:n—i—n (1)
i=1 NP;

11np1 i=1

Trwong Dai hoc Néng nghiép Ha Ngi — Gido trinh Gido trinh Todn xdc sudt thong ké................... 140



Khi sir dung qui ticl ta c6 thé tinh Zr theo cong thirc (1)

1.2 Khi cdc p; phu thuéc vao r tham so chua biét (r < k-1)

Giastpi=pi( 6,,6,,...,6,) la cac ham phu thudc vao r tham s6 ,,6,,...,8, Dé thuc hién
bai toan kiém dinh trong truong hop nay trudc hét ta can tim cac wdce luong diém cta 0.

theo phuong phap hop 1y nhat. Néu 67, 12 mot udc lugng diém cia 0. thi

P, =p;( él , 92, s é,) 1a woc lugng diém cua p;. Tuong tu nhu qui tic 1, thong ké
3 (11~—11f>~)2 , ~ Ko ope 2 Je , an , .2
Z= ZT c6 phén phdi gisi han ) _._; néu Ho ding. Tur diy ta c6 qui tac
i=1 i
kiém dinh cap gia thuyét, doi thuyét:
H()Z P(A]q) = p], ooy P(Al) = pi, . P(Ak) = pk
H;i: El] de P(Aj) E= Pj

¢ muc y nghia & 1a
Py ¢~ (n; —np,)’
Qui tac 2: Néu Z%

=1 np;

> X, tabacboHg

k —nhH )2 )
Néu Zw < X5, tachap nhan Hy
i1 np;
Vi du 2: Pé xem c6 sy ldy lan cua “ bénh nAm mam” tir ciy nay sang cdy khac ¢ cac
ciy co dau hay khong nguoi ta trong 500 cap cay co dau vao 500 hdc tai mot vuon wom
ciy. Sau mot thoi gian kiém tra ta thu duoc két qua sau:

C4 2 cay bi bénh 1 cay bi bénh 0 cay bi bénh
73 185 242
Vi mic ¥ nghia @ = 0,05 kiém dinh cip gia thuyét doi thuyét
Ho: Khong c6 su 1y bénh tir cay nay sang cay khac
Hi: Co sy lay bénh tir cdy nay sang cay khac
Goi p 1a xac suat dé mdi ciy co dau bi “ bénh nAm mam’
Néu gia thuyet Hy dang thi:
Xac suat dé ca hai ciy bi mac bénh p; = p.
Xac suat dé mot trong hai cay bi mac bénh p, = 2p(1 -p)-
Xac suat dé khong ciy nao mac bénh p2=(1- p)
Gia thuyét Hy twong tng voi gia thuyét p, = p°, p1 = 2p(1 - p), po = (1 - p)*. Bai toan
kiém dinh thyuc hién theo cac budc:

Buée 1: Udc lugng xac suét p boi tan suat f = % =0,331

Po= ( 1- 0,331)* = 0,44754; p,=2.0,331 ( 1- 0,331) = 0,4429; p,= 0,331% = 0,10956
(73-500p,)* N (185-500p,)* N (242-500p,)° _ 18,22’ N 36,45 N 18,23
500p, 500p, 500p, 54,78 22,15 223,77
Bude 2: Tim 5,5, = 3,84
Budc 3: Zr=12,55>3,84 = x5,
Gia thuyét Hy bi bac bo, ¢ sy 1ay lan “ bénh ndm mam” tir cAy nay sang ciy khac.

=12,55
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Chit y 1: Khi str dung hai qui tic vira néu ta phai thyuc hién yéu cau np; hodc np, it

nhat phai bang 5 ’
Chii y 2: Bé kiém dinh gia thuyét
Ho: X ~F(x, 6,,6,,....6,)
Khi mau di cho duoc phan chia thanh k 16p
Lép <X1i X1- X2 Xji-1- X ZXk_l
Tan s n; ny n; Ny

Truong hop 1: Néu cac tham s66,,6,,...,0, da biét.
Taco: p1 =F(x, 6,,6,....0 ) p=Fkx., 6,,6,....,6,) -F(x, 6,.,6,,...0.)
pi= F(Xi, 61,62,...,6r ) - F(Xi_l, 01,02,...,0r ) s Px= 1- (p1+ p2+ ...+ pk-])
Néu np; =5 véimoii=1,ktastrdung qui tac 1 dé thuc hién bai toan kiém Qinh.‘ i
Néu c6 nhiing 16p ma np; < 5 ta phdi thuc hién ghép 16p nay vao cac 16p lién ké dé cac
np; >5 sau d6 st dung qui tic 1.

Truong hop 2: Néu cac tham sb 6,,0,,...6 chua biét. Ta phai tim cac udc lugng
diém cta 6,,6,....,6. theo phuong phap hop ly nhét. Gia st éi 1a u6c lugng diém cua 6;.
Tacé p, =F(x,,6,,..0.), p,=F(x,.,6,...6)—F(x,.6,,..6.)

p, =F(x,,0,,..0,)~F(x,,0,,..8,), P, =1—(P,+P,+..+Dy,)
Néu véi moii=1,k manp, >5 ta sir dung qui tac 2 dé thuc hién bai toan kiém dinh.
Néu c6 nhitng 16p ma np; < 5 ta phai thuc hién ghép 16p niy vao céac 16p lién ké dé cac
np; 2 5 sau d6 mai sur dung qui tac 2. ) i

Chui y 3: Vigc phan cac s6 liéu mau vao cac 16p néu thoa mén cac yéu cau sau thi lyc

lugng cua phép kiém dinh s€ 16n ( x4c suat sai 1am loai 2 nho)
*Xac suat dé X nhan gia tri trong cac 16p xap xi nhau. )
*Neéu kich thudc mau nhé hon 100 thi s6 16p k phai 16n nhat thod man
np;>5;np,>5
*Néu kich mau 16n hon 100 thi s6 16p k phai xap xi 3,2n* va yéu cau np; hodc np,>5
van duoc bao dam.

Vi du: San lugng cia loai dau xam( ta/ ha) trén 36 manh dét gﬁn nhau dugc cho bai

bang sau:
19,2 17,7 22,0 | 21,1 | 18,5 21,0 19,3 19,0 18,2
17,1 19,2 19,1 | 20,1 | 143 19,5 17,3 16,3 19,6
17,5 19,1 19,7 | 16,0 | 16,7 16,4 20,0 18,8 20,8
19,3 16,0 174 | 172 | 17,6 114 16,3 11,5 16,1

& muc y nghia @ = 0,05 c¢6 thé xem mau da cho c6 phu hop voi gia thuyét :
Hp : San luong loai ddu xam c6 phan phéi chuan N( U;0°)
Ta wdc lwong 4 boi X = 17,95, uée lugng o béi s*=5,617.

A A < r A1z 5 A \ A ’ A A M 1
Lay cac p,bang nhau ta c6 so 16p k ¢ day 1a 7. Vay cac p,déu bang7
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X, —x, 1

X 1a s6 thoa man ¢( )=7:> X, = 15,42

. A - X, =X
X 12 6 thoa man ¢(—2

)=%:>X2: 16,61

4 .~ X;—X
x3 12 s0 thoa man ¢(=2

)=§:> x3=17,53
7
x4 12 s thoa man ¢(X4 —X

=2 & x.= 1837
7
Xs 12 s thoa man (|)(XS —x

)=§:> xs = 19,29
7
X6 12 s thoa man (|)(X6 —X

):§:x6:20,48

Céc s0 liéu mau duogc xEp vao cac 16p theo bang sau:

Lép | <x [‘xl ;xz) [xz;xs) [x3;x4) [x4;x5) [x5;x6) 2X

n; 3 6 6 3 7 7 4

Str dung qui tdc 2 tién hanh kiém dinh theo cac budc sau:
& AN2
Bube 1: Tinh Z; = > P P0)” _

i=1 np;

-2y 6-20 60y -2 -0 a-Py @2y
71 7 70 7 T T 3666
% T T T3 T T
7 7 7 7 7 7 7

Bue 2: Do phai uée luong hai tham s6 g va ¢ nén sb bac tu do 1a 4,
;(3,05, . =9,448.

Buoc 3: Z1= 3,666 < 9,488 :}((iosy4 mau da cho phu hop voi gia thuyét.
k(n.—np)? &nl=2nnp. +n’p’

i=1 np, i=1 np;
n? k k ko2
=D =2y m Ay p=) ———n (2)
i=1 NP, i-1 i=1 i=1

i

Khi st dung qui tic 2 ta c6 thé tinh Zr theo cong thirc cho boi (2)

2. Kiém dinh tinh ddc 1ap ciia hai diic tinh dinh tinh.

Xét mot dam dong moi ca thé ta dé ¥ t&i hai dic tinh dinh tinh A va B. Gia st dic tinh A
duoc chia thanh k mtic A, As,... A, didc tinh B duogc chia thanh m muac B, B,..Bn. Tu
dam d6ng 1dy ra mot mau ngau nhién ¢ kich thudc n ta co két qua sau:
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B, B> B; Bn
B
A
A nj n2 nj; Nim
A ny; Ny ny; Ny
A; nj; Nj2 1 Nim
Ak Nk Ni> Ng;j Nkm

ny 1a 50 ca thé c6 dac tinh A = A; va dic tinh B = B; trong mau.
Tir mau trén xy dung qui tic kiém dinh cap gia thuyet d6i thuyét
Ho: A ddclap véi B.
H;: A khong doc lap véi B 6 mic y nghia o .

m
Tacod Y n; =n,1asd ca thé ¢ dic tinh A = A;
Jj=1

k
Znij =n ;12 80 cé thé ¢ déc tinh B = B;
i=1

n,
fij=—21a udc lugng clia x4c suit P(A;B))
n

=

f,=—1a udc lugng cia xac suat P(A))
n

n. .
14 7 5 r A
f‘j—? 1a udc lugng cia xac suat p(B;))

Néu gia thuyét diing thi A; doc 1ap v6i B vi vay co P(AiB;) = P(A)P(B;)
n,n,
= f, =f.f,, =>n; ~—
n

Ta dua ra thong ké Z thich hop dé khi thong ké nay vuot qua mot gia tri xac dinh nao do

thi ta khang dinh c6 su khac biét giira njj va 1L tir 6 dua ra quyét dinh bac bo gia

thuyét. Nguoi ta da chimg minh dugc thong ké

n.n..
o770 2
k.m (nlJ - ) ; , ,
Z=Y —— ™ ¢4 phan phoi gidi han 13 % a-im-y néu gia thuyét dung. Tir day
i, ]=1 n; ono]
n

ta c6 qui tac bac bo gia thuyét & mirc y nghia o la:
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n..n

e "ej 2
, i k,m (nlj - ) ,
Qui tic 3: Néu ) —————> »> 1. ta quyét dinh béc bo Hy

i,j=1 nl'n'J
n
n,n

ie® .J
ok (05— = ) . . x
Néu Z—n_ X -1y, t& quyét dinh chap nhan Hy hay mau

& n,n '

1,J=1 ie® .J
n

da cho phu hgp véi gia thuyét A dgc 1ap voi B. ‘
Chu y: Khi st dung qui tac 3 d€ ki€ém dinh tinh doc 1ap cua hai dic tinh A, B can dap

4 A A njonnj
ung yéu cau >5.
n

Vi du: Xét mot dan bc sén rung, dac tinh A la mau vo gém mau vang (A;) va mau
hong (A»). Pac tinh B 1a $6 vach tren vo gom 0 vach(BO) 1 hoac 2 vach (Bl) 3 hoac 4
vach (B,) va 5 vach (B;). Bat ngau nhién 169 con 6c sén rung thudc dan bc sén noi trén
ta c6 bang sau:

Sb vach 0 (Bo) 1-2 (By) 3-4 (By) 5 (B3)
Mau vo
Vang(A;) 35 19 36 25
Hong(A») 14 14 16 10
Vi mic ¥ nghia @ = 0,05 hay kiém dinh gia thuyég .
Ho: Mau vo6 doc 1ap ve di truyén vdi s6 vach trén vo
. H,: Mau vo khong doc 1ap vé di truyén véi sb vach trén vo
Tacé: n,=115, n,, =54, n, =49, n,, =33, n;;=52, n,,=35,n=169
n;n, 115.49 115.33 115.52
23 (=7 (35-—"")" (19~ )? (36— )?
— n _ 169 n 169 169
= n,n, 115.49 115.33 115.52
n 169 169 169
(25_115 35) (14_54.49)2 (14_54.33)2 (16_54.52)2 (10_54.35)2
169 | 169 | 169 169 169 _5q3
115.35 54.49 54.33 54.52 54.35
169 169 169 169 169

X e -ty = Y0053 = 7,81
Zr=2,13 < 7,81 = y%0s. Ta quyét dinh chap nhan Hy mau v6 va s vach trén vo
doc 1ap voi nhau vé di truyén.

LN
Chiy1:Zr=y ——— =} —2anj += Zn n,
i,j=1 ni.n‘j i,j= lnn i,j=1 1] 1
n
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—”Z

=

—2n+—2ni_2n_j:n > — 3)
ni. o = i,j=11 1
Khi str dung qui tic 3 c6 thé tinh Zr bang cong thirc cho bai (3)
Chu y 2: Viéc xay dung qui tac kiém dinh tinh thuan nhat ctia ddm dong ciing duoc
trinh bay nhu ti€u chuan vira néu. Ti€u chuan dua ra cling giong nhu ti€u chuan vira néu.

3.Quy tic dau
Xét n cdp mau ngau nhién:  (X,,¥,),(X,,Y,),.. (X,,Y,)
Xj co cung phan phéi voi X ¢6 ham mat do f(x)
Y; c6 cung phan phéi voi Y ¢6 ham mat do g(x)
Néu X, Y 1a cac bién chuan thi viéc so sanh ki vong cua X va Y da dugc trinh bay trong
phuong phap so sanh cap doi. By gio ta dua ra quy tac kiém dinh trong trudng hop tong
quat cap gia thuyét dbi thuyét.
Ho: X c6 cung phan phdi véi Y
H;i: X va'Y ¢6 phan phdi khac nhau.
batD=X-Y,Di=X;- Y.
Néu Hy diing nguoi ta c6 thé chimg minh rang P(D > 0) = P(D < 0) =

. : e ; Lo i1 1 -
Goi M 1a s0 cac gia tri ma D; > 0 ta thay M c6 phan phoi nhi thirc B( n, ) ). Cap gia
thuyét dbi thuyét néu trén twong duong véi cip gia thuyét di thuyét.

Hy: M c6 phan phdi nhi thirc B( n, %)

H;’: M khong c6 phan phi nhi thic B(n, %)
M —0,5n

0.5vVn

tac kiém dinh cap gia thuyét Ho va H 14 :

Str dung dinh 1y gi¢i han: Bién Z = ¢6 phan phdi gi6i han chuén tic ta c6 quy

Qui tic 5: Néu Z |M 05"' bac bo H
utrtac 5:; N€u Lt = ac DO Iy
05vn %
Néu Z, <U, chap nhan H,

2
Trong thyc hanh khi gdp cac cap s6 licu (x;,y,) ma x, =y, ta loai bo cdp s6 lieu nay ra
khoi mau.
Vi du: Chidu cao X ctia ngudi bd va chidu cao Y cuia con trai tvong tmg tir mau gdm
20 cdp bd con duoc cho ¢ bang sau:

X 1,72 1,70 1,62 1,58 164 1,68 1,67 1,73 1,57 1,63
Y 1,74 1,68 1,65 155 161 1,70 1,67 1,74 1,59 1,60
X 1,74 1,76 1,58 1,67 155 1,68 1,71 1,58 1,75 1,65
Y 1,72 1,73 1,60 1,64 1,62 1,66 1,65 1,62 1,77 1,61
Vi mic ¥ nghia @ = 0,05, hiy kiém dinh cap gia thuyét doi thuyét

Ho: X ¢6 cung phan phbi x4c suat voi Y

H;: X khéng c6 cung phan phdi xac suit voi Y
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Ta loai bo mau thir bay do chiéu cao ctia cip cha con nay nhu nhau.
bat: D=X-Y, di=xi-y;
S6 mau c6 d; dwong m = 11 , kich thuéc mau n = 19.

|m - 0,5n|

7. =
" 05vn

=0,96 ; Uy s =1,96 = quyét dinh chap nhan H.

4.Quy tic Wilcoxon

4.1 Thir tw cua diy s6

Cho day $O 1 X[y X2 0ernnn. , Xn

Goi uj = rank( x;) la thir hang cta s0 x; khi xép day s trén theo thir ty tang dan.

Néu trong diy sb x, X ,...... , Xn ¢6 cdc gia tri bang nhau duoc xep tir thtr tu thir k dén

thir k +m-1 thi thir hang cua cac sb gidng nhau nay cing bang k +E.

Vi du: Cho day $b: 14;1,1;1,4;1,1;1,5;1,4;1,6;1,8;1,7; 1,8.
Xép day sb trén theo thir ty ting dan ta co:
1,1;1,1;1,4;1,4;14;1,5;1,6; 1,7, 1,8; 1,8.
Khi do:
rank(1,1) = 1,5, rank(1,4) = 4, rank(1,5) = 6, rank(1,6) =7, rank(1,7)=8, rank(1,8) =9,5.
4.2 Quy tic Wilcoxon
Duya vao thr ty ciia diy sé6 mau, Wilcoxon dua ra quy tic kiém dinh cip gia thuyét doi
thuyét:
Ho: X ¢6 cung phan phdi x4c suat voi Y
H: X va Y ¢6 phan phbi khdc nhau
Wilcoxon giai quyét bai toan trén trong truong hgp mau gom n cip:
(X175 (KXo, Ya) 5o s(Xy s Yo)
Mann va Whitney giai quyét bai toan trén trong trudng hop tong quat voi hai mau
(X, X,.....X,) va (1.Y,,...Y, ).
Goi V; 1a tht ty ctia X; trong diy gdm n + m s6:
X, X5 X,,1.Y,,....Y,

bat V= ZVi ,;néu Hy dung co thé chirg minh rang

i=1

E(V) = n(n+m+l1) . D(V)= nm(n+m+1)
12
V- n(n+m+1)
Khi d6 théng ké Z = 2 c6 phan phdi x4p xi chuin tic .

/nm(n+m+1)
12

Tir day ta co quy tic kiém dinh cap gia thuyet d01 thuyét
Ho: X ¢6 cung phan ph01 xéc sudt voi Y
Hi: X va'Y c6 phan phdi khic nhau

¢ muc y nghia o 1a:
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‘V 3 n(n +2m +1)
Quy tic 6: Néu Z, = > U, tabac bo Hy.
nm(n+m-+1) 5
12

Néu Z, <U_ tachap nhan H,.
2
Vi du: Theo ddi doanh thu X cua 10 ctra hang thoc gidng tai Ha Tay va doanh thu Y

ctia 12 ctra hang thoc gidng tai Thai Binh ta c6 két qua sau:
X(triéu dong/thang). 32, 36, 28, 24, 30, 25, 32, 33, 26, 27
Y (tridu dong/thang): 31, 35, 27, 31, 26, 28, 34, 32, 30, 31, 26, 29
Véi mirc ¥ nghia @ = 0,05 hiy kiém dinh cip gia thiét doi thuyét:

Ho: X ¢6 cung phéan phdi xac suat véi Y

H;: X va'Y ¢6 phan phdi khic nhau
Ta c6 tong cac thir hang cta cac x; 1a v = 107,5

n<n+m+1>=115 : /wzlms

_n(n+m+1)

Z, = ‘ 2 =045 ; U, s =196

nm(n+m+1)
12
Z,=0,45<U,,, =1,96 ta quyét dinh chip nhan H,.

4.3 Quy tdc Kruskal-Wallis
Céc dir lidu thu duoc tir cac cude diéu tra trong sinh hoc, ndng hoc, 1am hoc va y hoc
thuong dugc thu thap tu nhiéu ving khac nhau. Ta can kiém tra xem céc dir liéu nay co
cling xuat phat tir mot tap co ban (cing mot tong thé ) hay khong? Gia sir mau duoc thu
thap tir k vung (k >3) va gia st rang day cac gia tri mau:

X1> Xygsen Xy, lay tur vung I, ¢6 dac tinh X,

Xy1s Xggseens X, lay tur vung 1II, c6 ddc tinh X,

X Xz eoer Xy, lay tir vung K, c6 dac tinh X,
k
Kich thudéc mau n = Zn i

=

Ta goi n; la thir tu cua s6 liéu x; trong n s6 liéu trén, 1<1<k,1<j<n,.Dat R, = Znij
j=1
. R’
Xeét thong ké: Z=—= Z——3(n+1)
n(n+1) T n,

Néu k >3, n, =6 thi Z c6 phan phdi xap xi phan phdi khi binh phuong véi k-1 bac ty do.
Duya vao quy lut phan phéi xap xi cia bién Z v6i mirc ¥ nghia @ ta c6 quy tic kiém
dinh cap gia thuyét d6i thuyét

Hy: Day cac ) liéu trén thu thap tor mot tap co ban

H,: Day cac sb liéu trén khong thu thap tir mot tip co ban
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12 &R
—4-3(n+1) > bac bo H
n(n+1),21:n (n+1) Zakl ac bo o

Quy tac 7: Néu Z, =
Néu Z, < ;(a, - chap nhan Hy.
Quy tic trén duoc goi la quy tic Kruskal - Wallis.

Vi du: Nghién ctru tic dong cua 3 loai thirc dn gia suc khac nhau ddi voi sy ting trong

cua mot loai lon nguoi ta tién hanh thir nghiém trén 20 con lon.
Goi: X, 1a mic ting trong trong mot thang & mdi con trong nhém 6 con lgn dung thirc
an loai A la:
17,5 13,5 9,0 12,5 11,0 16,5
X,1a muc ting trong trong mot thang & mdi con lgn trong nhém 7 con lgn ding
thirc an loai B la:
16,0 145 11,5 85 12,0 150 10,5
X, 1a mtc ting trong trong mot thdng & mdi con lon trong nhém 7 con lon ding
thure an loai C la:
170 9,5 14,0 13,0 10,0 155 8,0
Vi mic ¥ nghia @ = 0,05 hay kiém dinh cap gia thuyét doi thuyét
Ho: Ba loai thirc an c6 tac dung nhu nhau véi su tang trong ctua lon
Hi: Ba loai thirc an c6 tac dung khac nhau vdi su tang trong cua lon
Gia thuyét Hy twong duwong véi cac sb liéu miu trén l1dy tir mot dam déng thuan nhat.
Taco:k=3, n=6, nno=n3=7, n=20
R, =65 R, =71, R; =69
12 R’
Z.= n(n+1); 3+ =477 X505, =599
Z. =4,77 <5,99 = gia thuyét Hy dugc chap nhan, diéu nay c6 thé hiéu 1a 3 loai thirc
an trén c6 tac dung nhu nhau véi viéc tang trong cua lon.

Chii y: Céc qui tic kiém dinh phi tham s couu diém 1a khong can biét trude kicu
dang phan ph01 xdc sudt cia cdc dic trung O tong thé, nhung do luong luong thong tin
thu dugc tir tong thé khong nhiéu nén luc lugng ctia phép kiém dinh cta cac qui tic nay
khong cao.

n;
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Bai tap chuwong VI

1. Biét d6 chiu lyc X cua cac mau bé téng c6 phan phdi chuan N(#;62). Po d6 chiu luc
ctia 210 mau bé téng ta c6 két qua sau:

Do chiu lyc Xj(kg/em®) | 195 205 215 225 235 245
S6 mau bé téng n; 13 18 46 74 34 15

Véi mire ¥ nghia @ = 0,05, hiy kiém dinh gia thuyét, ddi thuyét:
Ho: =230
H;i: M #230 hoac H;: 4 <230

2.Trong luong ctia mdi gdi mi an lién X (g/g6i) do mot nha may san xuét 1a bién chuan
v6i phuong sai bang 2,25. Lay ngau nhién 20 goi mi do nha may trén san xuat dem cén ta
c6 trong lugng trung binh
X =78,2. Vi mirc y nghia @ = 0,05 hay kiém dinh cap gia thuyét, d6i thuyét
Ho: # =80; Hi: g #80

3. Nang suat X cua mot giong laa trong vung 1a mot bién chuan. Diéu tra nang suat laa
trén 36 manh rudng ta c6 két qua sau:

X;(tn/ha) 5,0 5,2 5.4 5,6 5,8 6,0
S6 manh n; 3 5 10 9 6 3
Véi mic ¥ nghiaa = 0,05 hiy kiém dinh cap gia thuyét , d6i thuyét
a. Ho: i =55; Hpi:u#55
b. Ho: c>=0,8: Hi: 0>>08

4. M6t mau ngau nhién gébm 600 hoc sinh 16p 12 cic ving ndng thon khu vic phia Bic
thdy c6 122 néi s& ndp don thi vao truong Pai Hoc Nong nghiép L.
Vé&i muc ¥ nghia o = 0,05 hiy kiém dinh cap gia thuyét, d6i thuyét

Ho: Ti 1€ hoc sinh thi vao PHNNI p = 0,20

H;: Ti I¢ hoc sinh thi vao DPHNNI p > 0,20 .

5. D¢ so sanh nang suét cua hai glong laa A (nang suat X), giéng lta B ( nang suét Y),
nguoi ta trong ting cap trén cac loai dat khac nhau sau thu hoach ta dugc két qua sau:

GlongA(nang suatXtan/ha) 6 7 6,5 (55114366 5849 (53 ]6,5

Giong B(nangsuat Ytan/ha) |5 |4 [75(55](55](56 68 |42 63 |45

Biét X va Y 1a céc bién chuan. Vi mirc y nghia 0,05 c6 thé coi nang suat hai giong lua
trén 1a khac nhau khong? St dung phuong phap so sanh cap doi . Hay xét trong truong
hop lay mau doc 1ap.

6. Bé xét anh huong cta hai loai phan bon A, B d6i voi mot gidng laa nguoi ta dung

phan A bon cho la trén 5 thira rugng. Dung phan B bon cho lba trén 6 thira rugng. Sau
thu hoach ta co6 két qua:
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X(ta/ha)Nang suat lua st dung phan A 45 47 43 44 46

Y (ta/ha)Niang suét loa sir dung phan B | 46 | 49 43 46 50 | 44 |
Véi mirc ¥ nghia 0,05 c¢6 thé coi anh huong cua hai loai phan trén d6i voi ning suat laa 1a
nhu nhau dugc khong? Thyce hién nhu bai 5.

7.Dé so sanh trong lugng cua con ra ( sinh tu lan tht hai tré di) va trong luong con so
( sinh 1an dau) qua théng ké & mot nha ho sinh ta duoc két qua sau:
Trong luong(g) 1700-2000 | 2000-2300 | 2300-2600 | 2600-2900 | 2900-3200
S6 con ra n; 9 13 18 42 18
S6 con so m; 5 10 22 40 45
Vi mic ¥ nghia 0,05 ¢6 thé coi trong lugng con so 16n hon trong lugng con ra khong?

8. Theo doi doanh thu X , Y hang thang cua 8 ctra hang ban glong ciy trong tai Nam
Dinh va 10 ctra hang ban gidng cdy trong tai Thai Binh ta dugc két qua sau:
X(triéu dong/thang ) 32 |36 |28 |24 |30 |25 |32 |33
Y (triéu dong/thang ) 31 |35 |27 |36 |31 |26 |28 |34 |32 |30
Vi mirc ¥ nghia 0,05 co thé coi doanh thu cta cac cira hang ban gidng ciy trong ¢ hai
dia phuong trén 1a khac nhau khong?

9. Mot nong trudng bo sita nhap ba gidng bo A, B, C. Ngudi ta thong ké san lugng stra
cua chung theo ba muec: it, trung binh va nhiéu sira. Tir bang s6 lidu vé sy phan b ba
gidng bo trén theo ba miic:

Gidng bd A B C

It sira 92 53 75
Trung binh 37 15 19
Nhiéu sita 46 19 12

Véi mirc ¥ nghia 0,05 hidy nhan dinh xem san luong sita cua 3 gidng bo c¢6 khac nhau
khong?

10. B¢ diéu tra mirc d6 xem phim ctia nhan dan mot tinh ngudi ta chia mirc d6 xem phim
thanh ba cap (nhi€u , vira, it). Két qua dicu tra 300 hd nhu sau:

: Muc do Nhiéu Vira it
Vung
Thanh pho 48 26 26
Ven ndi 38 34 28
Huyén 16 10 74

C6 thé coi muc do xem phim & ba vung 14 nhu nhau dugc khéng? Mirc ¥ nghia 0,05.

11. Khao sat mau mét va mau toc cua 6800 ngudi Phap ta dugc két qua sau:

I Mau téc \ A
W Vang Nau Den Hung

Xanh 1768 807 189 47
Den 946 1387 746 53
Nau 115 438 288 16

Vi mic ¥ nghia 0,05 hay kiém dinh gia thuyét:
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Hy: Mau toéc doc 1ap véi mau mat.
H;: Mau téc khdong doc 1ap voi mau mat.

12. D¢ nghién ctru moi lién h¢ giira viéc nghién thudc 14 (ddc tinh A) va huyét ap (dac
tinh B) ngudi ta tién hanh diéu tra 200 nguoi két qua cho boi:

A Ao(khong nghién) Aj(nghién nhe) Aj(nghién nang)
B I
Bo(huyét 4p bt) 50 25 28
B (huyét 4p cao) 30 35 32

Vé6i mirc ¥ nghia 0,05 hay kiém dinh gia thuyét :
Ho: A ddc lap voi B
Hi: A khong doc lap voi B

13. Mot loai hoa c¢6 3 gidng A, B, C. Mi giéng hoa c6 thé cho hoa d6 hoic hoa trang. Tir
s0 liéu thong keé:

Mau\ Loai A B C
Hoa do 58 102 65
Hoa trang 102 118 75

Vi mie y nghia 0,05. Hay kiém dinh cac gia thuyét:
a. Mau hoa va giong hoa doc 1ap voi nhau )
b. Trong giong hoa B ti I¢ gitra hoa do va hoa trang 1a 1 : 1

14. Diéu tra 100 gia dinh c6 hai con ta dugc két qua sau:

SO con trai
$6 gia dinh 0 ! 2
n;j 20 56 24
Véi mic =0,05 hay kiém dinh gia thuyét:
a. Ho: S4 con trai trong mdi gia dinh tuan theo phan phéi nhi thirc B(2 ; 0,5)
b. Ho: S con trai trong mdi gia dinh tuén theo phan phéi nhi thirc B(2 ; p)

15. Mot loai cdy co gen A chi la quan, gen a chi 1a phang, gen B hat trang, gen b chi hat
do. Khi lai hai cay thuan chung 14 quan hat do va 1a thang hat trang ta dugc thé hé F,.
Cho hai ca thé ¢ thé h¢ F; lai véi nhau & thé hé¢ F, ta co Kkét qua sau:
1160 cay 1a quan hat d6 ; 380 ciy 14 quan hat tring
350 cy 1a thang hat d6 ; 110 cAy 14 thang hat tring
Véi cac s6 lidu trén & mire ¥ nghia 0,05 hiy kiém dinh cap gia thuyét dbi thuyét :
Ho: Két qua phii hop véi qui luat phan li tinh trang 9: 3 :3 : 1
H;: Trai voi H.

16. Xét moi lién quan gitra vo chong va thé trang ta c6 bang so li¢u sau:
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Vo Gay Béo Trung binh
Chdng
Gay 24 12 12
Béo 10 40 15
Trung binh 20 12 115
Véi mie ¥ nghia: a =0,05 hiy kiém dinh cip gia thuyét dbi thuyét:
Ho: Thé trang va m01 quan h¢ vo chong doc lap voi nhau.
Hi: Thé trang va mdi quan hé vo chdng c¢6 lién quan véi nhau.

17. Mot goi mi an lién dat yéu ciu vé trong lugng néu c6 trong luong 80 gam. Kiém tra
mau gf)m 20 61 mi dugc x =785, s =25. Vo1 muc y nghia 0,05 hay xay dung gia

thuyét va ddi thuyét thich hop vé khau déng goi mi an lién ciia nha may dat yéu cau
khong?

18. Do chi s6 m& sita X ctia 130 con bo lai F; ta duoc két qua sau

X 13,0-36 [3,6-42 |42-48 |48-54 |54-6,0|60-66|66-772

n;j 2 8 35 43 22 15 5
Biét chi s6 mé sira trung binh cua gidng bo thuan ching 1a 4,95. V&i mic ¥ nghia 0,01.
Hay dua ra két ludn vé viéc lai tao gidng biét rang chi sé m& sita X c6 phan phdi chuan.

19. Phén tich ham luong mun trong mot loai dat theo hai phuong phép ta c6 két qua sau:
Phuong phap 1: 27,5 27,0 27,3 27,6 27,8 (donvi%)

Phuong phap 2: 27,9 27,2 26,5 263 27,0 274 27,3 26,8 (donvi%)

Vi mie ¥ nghia 0,05 hay xay dung gia thuyét va doi thuyét thich hop va dua ra két luan.

20. Ngudi ta chiéu xa liéu 3000 Ronghen vao mot quéan thé rudi dam thay trong 5O 805
con & thé hé F; ¢6 80 con bi dot bién. Trong khi d6 ciing chleu xa vao mot quan thé rudi
dam khéc ¢6 cho n kém theo mot loai duong thi trong s6 2756 con ¢ thé hé F; c6 357
con bi dot bién . Vi miic ¥ nghia 0,05 hiy xdy dung cip gia thuyét ddi thuyét thich hop
va dua ra két luan.

21. Dé so sanh hai loai thirc an d6i véi viéc tang trong cua lon nguoi ta da tién hanh thi
nghiém trén hai mau :

Mau I cho 8 con lon in loai thtrc an A sau 1 thang dugc két qua sau:

X: 12,3 134 14,6 11,0 16,1 11,3 12,9 10,7

Mau II cho 7 con lon dn loai thirc n B sau 1 thang dugc két qua sau:

Y: 13,2 143 16,8 13,1 14,5 15,7 14,5

Véi muc y nghia 0,05 hiy dwa ra cap gia thuyét d6i thuyét thich hop roi dua ra két luan.

22. Pé khao sat tac dung cta viéc bén phan cho ngd 70 don vi dam/ha, ngudi ta trong

lién nhau manh dbi cht’rng ( khong bon dam) va manh thuc nghiém trén 15 thua rudng
sau khi thu hoach duogc két qua sau:
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Trong luong manh doi chimg X 55,8 | 53,3 30,1 51,0 37,8 68,8
Trong lvong manh thyc nghiém Y | 60,4 | 58,7 28,9 48,0 39,7 68,8
X 57,7 59,1 49,4 35,4 | 42,7 21,2 28,3 57,3 42.4
Y 56,8 40,6 57,3 443 | 32,2 47,7 77,0 55,1 66,1

B@é't X, Y la cac bién chuan. Véi mirc y nghia & = 0,05. Hay xay dung cédp gia thuyét
doi thuyét thich hgp va dua ra két luén.

23. Diéu tra 320 gia dinh c6 5 con ta ¢6 cac s6 lidu sau:

Sb con trai X 5 4 3 2 1
S6 gia dinh n; 18 56 110 88 40
Vé6i mic ¥ nghia @ = 0,05 hay kiém dinh gia thuyét doi thuyét
Ho: S6 con trai X ~ B(5,0,5)
H,: Trai véi Hy

24. S tai nan giao thong xay ra mdi ngay X tai mot thanh phd duoc ghi trong bang sau:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n; 10 32 46 35 20 9 2 1 1

V&i mirc y nghia @ = 0,05 hay kiém dinh gia thuyét : S tai nan giao thong khong xdy ra
trong ngay tuén theo luat Poisson.

25. Chiéu cao X cua ciy dau sau 6 thang tudi quan sat duoc cho & bang sau:

X 24-30 | 30-36 | 36-42 | 42-48 | 48-54 | 54-60
n; 12 24 35 47 43 32
Vi mic ¥ nghia @ = 0.05 hay kiém dinh gia thuyét X c6 phan phoi chuan.

60 - 66

26. Mot loai hoa hong c6 4 mau : do, hdng, bach va vang. Véi mau gém 200 bong hoa
hong thudc loai hoa trén ta c6 bang so lidu sau:

Mau hoa do hong bach vang
S6 hoa 27 65 75 33
Vi mirc ¥ nghia 0,05 hiy kiém dinh gia thuyét Hy : Cac mau hoa do, hong, bach, vang

theotile 1:2:2:1.
27. Chi phi vé van hod X (Pon vi 100000d/nam) va chi phi vé di lai Y
(Pon vi 100000 d6ng/nam) cua 15 gia dinh cho boi bang sau:

X |12 65 62 88 45 70 7,1 20 15 7,5 85 109 82 8 10,5
Y 5967 45 48 10 55 52 15 7040 55 82 5484 70
Str dung tiéu chuan vé dau kiém dinh gia thuyét: X va Y c¢6 cling qui ludt xdc sut véi
muc y nghia 0,05.

28. Mtc tiéu thy xang cua 3 loai xe A, B, C ’( 1it/100km) 1an lugt 12 X, Y, Z. Nguoi ta
cho chay thur 7 xe A, 7 xe B va 8 xe C céc s0 li¢u thu dugc cho ¢ bang sau:
X: 10,5 8,7 7,5 9,6 84 9,0 8,7
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Y: 94 75 69 89 94 10 8,1

Z: 71 84 7,0 98 87 10 7,9 82
Véi mire y nghia 0,05 str dung tiéu chuan Kruskal — Wallis hiy kiém dinh gia thuyét:
Miic tiéu thy xang ctia 3 loai xe néi trén c¢6 cling qui luat x4c suat

29. M6t mau diéu tra lvong ctia cdng nhan mot nha may may X, luong cta cong nhan
nha may ché bién hai san X, luong cia cong nhan nha mdy san xuat day da xuat khau X3
va luong vila cong nhin nha may ché bién hang nong san X4 tai mot khu ché suat cho boi
bang s6 liéu sau: (Pon vi 100000 déng/théng)

Xi: 85 88 79 85 92 95 83

X2: 90 91 87 86 94 92 85 9,1

X3: 10 94 92 8,6 87 81 99

X4: 81 88 86 90 92 7.8 87 89 91
O mtc ¥ nghia 0,05 str dung tiéu chuan Kruskal — Wallis hiy kiém dinh gia thuyét:

Mirc lwong ciia cong nhan bon nha mdy trén 12 nhu nhau.

30. Chiéu cao X ctia mdt mau ngau nhién ctia 12 sinh vién nam tai Ha noi va 14 sinh vién
nam tai thanh phé Ho Chi Minh cho boi bang s liéu sau:
X: 1,65 1,72 1,60 1,68 1,59 1,75 1,77 1,66 1,78 1,80 1,56 1,70
Y: 1,59 1,61 1,64 1,70 1,68 1,57 1,55 1,78 1,72 1,77 1,60 1,64 1,62 1,77
O muc ¥ nghia 0,05 sir dung tiéu chudn Mann — Whitney hiy kiém dinh gia thuyét:

X va'Y ¢6 cling qui luat phan phoi.
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